Ee 


| 

| 
| 微分 方程 在 平面 上 定义 的 曲线 | 

1 
| MM x | 
| | | 
| i 
| | 
| 
| | 
i 


内 €9 ms 


AGHOBEDCERCREBEEEHUD. 9 832 REL BHAL EDGE 
圾 限 环 , 结 沟 稳定 性 及 分 梳理 论 ,本 书 篇 幅 不 大 ,但 内 容 比 六 不 定 。 与 由 光世 
条 不 加 ,此 书 提 全 癌 悉 平 醒 定性 理论 的 庙 考 尽快 深入 这 关 课 是 ,开展 具体 的 科 
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本 书 系 作者 应 第 十 三 局 全 巴西 数学 会 议 之 约 而 写 , 已 作为 教 
育 部 颁 行 教材 的 一 本 参考 书目 的 是 引导 读者 进一步 熟悉 微分 方 
程 的 基础 知识 .为 此 ,在 第 一 章 里 ,我 们 只 是 限于 汇 健 微分 方程 定 
性 理论 的 一 些 基础 材料 , 同时 也 不 乏 引进 一 些 正在 发 展 中 的 新 内 
5. 

REPTES, 使 本 书 内 容 尽量 避免 与 一 些 声 望 卓 著 的 
著作 有 过 多 的 重复 。 书 中 许多 地 方 参考 了 M . Peixoto 的 《微分 
方程 几何 理论 》 以 及 本 .Palis 与 W. Melo 的 《动力 体系 引 论 》. 
由 于 教学 计划 的 限制 , 本 书 应 是 一 本 初等 材料 , 因此 我 们 的 重 
点 只 能 限于 讨论 航 限 环 与 分 梳 性 这 样 一 些 经 典 课题 ， 然而 ,不 论 
从 研究 的 或 是 应 用 的 角度 来 看 , 这些 内 容 的 重要 性 都 是 母 走 置 
疑 的 . 

本 书 另 一 个 内 容 是 结构 稳定 性 理论 . 它 与 前 面 的 内 容 不 同 , 限 
制 在 平面 情形 讨论 它 的 基本 理论 , 可 以 使 我 们 的 陈述 既 清 晰 又 完 
整 ， 因 此 我 们 选择 了 M. M.Peixoto 及 M.C.Peixoto 一 -他 们 
两 位 为 微分 方程 结构 稳定 理论 贡献 了 先驱 者 的 才华 一 的 陈述 
方式 , 以 便 把 结构 稳定 性 与 它 的 通 有 性 协调 地 结合 起 来 . 
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绪 言 


微分 方程 定义 的 曲线 的 整体 研究 ,最早 应 妃 潮 到 HL. Poinca- 
ré 在 1881 年 发 表 的 论文 ， 《微分 方程 定义 的 曲线 》. 正 是 在 
那 篇 文章 里 , Poincart 英 定 了 微分 方程 定性 理论 的 思想 基 Bi 同 
时 给 出 了 一 系列 有 名 的 结果 ， 实 际 上 ， 一 百年 来 新 间 题 的 不 断 涌 
现 , 以 及 形形色色 分 支 的 形成 , 更 使 这 一 理论 具有 无 可 否认 的 重要 
[3 

本 书 可 视 为 微分 方程 定性 理论 的 一 个 导 引 、 我 们 在 本 书 中 讨 
论 下 面 三 个 课题 ， 极 限 环 ,结构 稳定 性 和 分 校 . 

第 一 章 是 定性 理论 基本 知识 的 重 述 ,其 中 包括 拱 述 形 为 


的 方程 组 解 的 渐 近 动态 的 Poincaré-Bendixson 定理 . 

我 们 还 将 重 述 解 在 一 个 双 曲 奇 点 (焦点 , 结 点 .鞍点 ) 邻 域 中 的 
结构 , 以 及 更 一 般 的 , 解 在 一 极限 环 邻 域 中 的 结构 。 

一 个 极限 环 是 指 ( 1 ) 的 这 样 一 种 周期 解 或 周期 轨 线 ， 它 们 首 
先是 拔 立 的 .其 次 ,当时 间 增 加 或 减少 时 , 每 一 充分 邻近 的 轨 线 将 
RREH, 

在 上 述 论文 中 ,就 了 (x, y) R Q(x, y) 是 多 项 式 的 方程 ( 1 )， 
对 极限 环 的 定位 问题 和 个 数 疝 题 ，Poincar6 表 示 了 特别 的 关注 ， 
以 原始 的 Poincaré-Bendixson 定理 及 双 曲 奇 点 的 局 部 结构 为 
线索 ，Poincaré 的 研究 工作 导致 如 下 的 有 限 性 定理 ， 在 “一 般 情 
况 ” 下 ,( 1 ) 型 的 多 项 式 系统 具有 有 限 个 极限 环 . 注意 ,“ 一 般配 
AR" —18, 根据 Poincaré 的 研究 ， 应 是 指 " 通 有 情况 ”(generico)3 
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目下 流行 的 说 法 是 , 指出 一 各 所谓“ 例外 情况 *, 其 时 一 个 (1 ) 型 方 - 
程 系数 的 微小 扰动 就 能 使 定理 的 结论 不 责成 立 : 而 其 余 的 情况 才 
称 为 “一 般 情况 ”. 

本 书 第 二 章 将 致力 于 证 明 Poincaré 极限 环 有 限 性 定理 的 
一 个 更 精确 的 变形 定理 ，Poincare 的 假 没 在 于 消除 某 些 青 闭 轨 
REEM. 这 种 奇 闭 轨 线 可 称 之 为 图 ， 它 们 是 由 鞍 型 奇 点 及 联结 
它们 的 轨 线 (分 界线 ) 组 成 的 集合 ， 由 本 书 的 变形 定理 则 可 推出 ， 
所 有 “例外 情况 "的 疝 量 场 , 即 具 有 奇 闵 轨 线 的 沿 量 场 , 将 包含 于 一 
些 狭 小 的 解析 波形 的 可 数 并 集 之 内 , 而 所 谓 狭小 集 , HEXA E 
测度 集 . 

本 书 发 展 的 另 一 个 变形 定理 , 将 适合 于 一 类 被 称 为 单 图 的 奇 
诸 轨 线 , 对 此 我 们 研究 甚 详 ， 在 应 用 这 个 变形 定理 时 ,验证 假设 是 
次 成 立 , 取 决 于 一 些 多 项 式 函 教 的 代 才 运算; 但 如 果 验 证 Poinca- 
ré 的 使 奇 闭 轨 线 不 存在 的 假设 , 则 将 取决 于 一 些 纯 解析 运算 . 

关于 平面 多 项 式 系统 极限 环 的 有 限 性 问题 ， 就 其 发 展 情况 而 
E, 远 未 达到 圆满 的 地 步 ， 即 使 是 Dalac 的 著名 工作 《 论 极限 环 》 
《1923) 一 一 此 文 首次 给 出 多 项 式 系统 ( 1 ) 的 有 限 性 定理 (性 宁 说 ， 
这 个 结论 是 在 奇 点 为 双开 的 且 无 图 的 假设 下 得 到 的 ) 一 一 照 我 们 - 
恪 来 ， 仍 然 不 能 导出 这 一 令 人 注目 的 结论 ， EXE 在 Dulac 的 
论文 所 已 经 发 现 一 处 讨论 甚 为 含混 的 漏洞 . 还 应 注意 ， Dulac 的 
方法 又 可 用 于 (P(x, 力 ,Q(Cx,y) ) 为 解析 的 情况 , 即 可 用 于 有 孤立 
次 点 的 系统 ( 1 ). 

另 一 方面 , 由 Hilbert 提出 的 , 关于 极限 环 个 数 的 界限 应 是 
P(x, y), QG, VORA o 的 函数 的 所 谓 第 十 六 问题 (1900) BE 
使 对 g= 2 的 情形 , 至 今 仍 为 一 未 解决 的 问题 . 例如, 史 松 龄 给 出 
的 例子 (1980) 说 明 , 此 数 大 于 或 等 于 四 . 

在 第 三 章 中 , 我 们 将 对 一 个 具有 光滑 边界 0M (IE TERM, 
致力 于 C" 奖 微 分 组 ( 1 ) (或 商量 场 立 = (P, Q) 的 结构 稳定 性 


DEETETTICIEIDILLLEPAT DUE adi Pn I. 153 


WA. 

我 们 讨论 的 系统 具有 这 样 的 特征 UEMTEEM TPRSTARBER, 在 系 
HONE CIRA P E OREZ, 定性 上 将 不 发 生变 化 . 

为 行文 上 的 方便 , 强调 不 拘 形 式 而 改变 一 下 观点 是 有 好 处 的 ; 
这 样 一 来 , 例如 ,我 们 就 可 以 采用 Poincaré-Dulac 的 工作 中 的 一 
个 漂亮 的 想法 。 相 图 的 整体 研究 立足 于 用 来 定义 系统 的 函数 刀 
及 日 的 类 . 因此 , 在 猎 究 结构 稳定 时 , 我 们 应 当 去 寻找 一 类 相当 
坚实 的 相 图 , 以 便 在 定 福 上 , REAPER UP e Q gg —^ C" E. 

我 们 关于 结构 稳定 的 陈述 是 根据 M.C. Peixoto fg M. M. 
Peiroto 导出 的 一 个 变形 定理 (1959). 比 起 A.AHIpoHon 利 JI。 
llourpsrus 最 初 给 出 的 定理 (1937), 这 个 变形 定理 提供 了 根本 
手 的 推广 . 

一 且 理 解 了 结构 稳定 系 绕 的 集 2 一 -一 对 这 些 系 绕 , 我 们 将 用 
它们 的 基本 元 素 ( 琳 点 阅 期 轨 线 和 分 界线 ) 加 以 刻 划一 一 在 所 有 
C 关系 统 的 空间 K 中 具有 开 集 性 质 以 及 稠密 性 质 ( 这 是 整个 第 
三 章 将 要 证 明 的 结果 ), 则 对 于 依赖 于 参数 的 系统 族 

d. 


TOS» 


aa) 
e - 0G» 


sertum tbe 我 们 也 就 有 了 一 个 出 发 点 . 
叭 有 对 于 使 系统 落 人 结构 稳定 系统 集 的 余 集 完 1 T- EU WS E 
Eg 和 ( 称 之 为 分 核 值 ), 这 种 结构 上 的 变化 才 会 发 生 。 

第 四 章 开始 对 定义 于 平面 紧 域 M 上 的 ,依赖 VASE, 
OO ,进行 系 绕 的 研究 . 

我 们 的 讨论 只 限于 结构 稳定 分 校 的 情形 。 对 于 这 样 的 系统 ， 
mem Pix, y, DI QG, y, DEIRU 
EAN ANAR, 

380 23828 Z 中 一 条 曲线 ， 我们 利用 (1;) 关 于 SED 中 的 一 
个 余 维 为 一 的 光 福 子 流 形 Z3 的 匀 断 竺 的 办 法 , 获得 这 种 分 枝 性 的 


nr 


一 个 刻 划 ， 我 们 将 证 明 , 只 具有 稳定 性 分 梳 的 系统 族 (1，), 8S X 
一 个 开瑞 集 . 

Exiit. 实际 上 是 作者 得 到 的 关于 紧 流 形 上 一 个 普遍 结果 
在 平面 情形 的 复述 ， 但 这 一 结果 却 已 成 为 人 ExpoaEos 及 JIeon- 
Tosan 的 工作 (1938) 的 一 个 实质 性 推 广 , 后 者 则 是 苏联 同行 们 开 
创 的 , 将 党” E 微小 抗 动 限制 于 空间 完 1 内 的 结构 稳定 分 核 研究 
(也 可 称 为 一 阶 结构 稳定 性 ) . 

应 当 注 意 的 是 , 本 书 所 给 的 结论 , 与 Aun ponon 及 JIeonro- 
Bau 所 给 的 陈述 之 间 , 存在 一 种 重要 的 概念 差异 。 当 我 们 限制 在 
一 阶 结构 稳定 的 族 名 " 而 导出 分 枝 性 时 ,通常 这 种 稳定 分 枝 值 均 为 
MH. 但 对 于 2" 所 进行 的 讨论 却 能 使 我 们 重新 描述 稳定 分 核 
值 ( 它 将 成 为 上 述 分 梳 信 的 自然 极限 ) , 以便 又 一 次 刻 芝 每 一 可 能 
的 稳定 分 枝 什 ， 因 此 我 们 以 为 , 对 于 ZiR ESL 的 稳定 分 枝 竹 这 两 
个 溉 念 之 净 的 关系 ,在 第 四 章 已 被 满意 地 作 了 说 明 . 

即使 对 于 平面 情形 ,关于 多 参数 微分 方程 分 禾 的 系统 研究 ,也 - 
远 未 达到 令 人 满意 的 地 步 。 对 双 参 数 情形 , 第 四 章 采 用 的 方法 是 - 
条 可 以 遵循 的 途径 , 可 望 在 那里 出 现 一 些 新 的 ,本 质 的 情况 . 

为 使 行文 事 出 有 据 , 每 章 之 末 均 列 出 与 讨论 课题 有 关 的 原始 
参考 文献 ; 
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第 一 章 ”定性 理论 基础 


本 章 限于 陈述 正文 将 用 到 的 ,有关 微分 方程 定性 理论 的 基本 
结果 ,有 有 关 这 方面 的 详细 讨论 ,可 见 [SJ 的 第 三 部 分 ， 


$1. HB 


BEA R Euclid 28 L^ 中 的 .一 个 开 子 集 ， 一 个 A 上 的 Cr 
Wk n «ron ruo) RAE CURRUS X. Ae 
言 之 , 当 r<oo Rè r= oo 时 ,于 的- UO IEEE A 上 存在 且 
连续 ; 当 rco NL XR A LAARA B X E A e F- 
点 的 Taylor Rs, edt B BRR-ERAF X. 

一 个 向 量 场 将 关 避 一 个 微分 方程 


反之 也 如 此 、 
方程 (1) 的 解 , 即 对 一 切 #+E 了 7 满足 


de . xioa 
dr Xon (2) 


BTRKH pe AU 为 某 一 区 间 ), 又 称 为 向 量 场 X RRAN 
EO 的 轨 线 或 积分 曲线 . 

d XG)- 0 的 点 *EA, 称 为 X ndr d XGO o 的 点 
s CAROLE UA. 

设 x 为 一 奇 点 , 则 pO = x, - cox Coo, 290). 的 解 ; 反之 、 
车 g()yex,- co<t<oo, 为 (1) 的 解 , 则 x 是 XHAR BER 
为 


0 =p M= Xp) =X), 
一 条 积分 曲线 p I-A RABKI, RIE RRA R 
d: JA EITI, B p-gI., WBA LIA MBA gy 在 
这 种 情形 下 ,了 称 为 极 火 区 间 ， 
方程 (1) 或 (2) 具有 如 下 的 几何 解释 ， 当 且 仅 当 + 处 的 速度 
HR oq) 535 X E o) 处 的 向 量 相 重合 时 , p iige X i—i 
积分 曲线 ( 见 图 1 ). 
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moi 


一 个 (1) 型 微分 方程 常 称 为 自治 方程 , 此 种 方程 的 右 端 不 含 
THE t. 

1.1 XH. XC 类 向 量 场 , 1 «re oo Rr o, W 

a)( 极 大 解 的 存在 与 唯一 性 )， 对 每 一 xEA, 存 在 一 个 开 区 间 
7- 在 其 上 可 定义 (1》 的 唯一 航 大 解 ps 使 p00) =x 

b) ( 群 性 质 ), 设 y= 9.0, 1€ L,, WA 1,7 1,7 t9 (r-t 
?EJs); 且 对 每 一 s Es pr) = gt 5, 

e) (初始 条 件 的 正则 依赖 愉 )， 集 DD={(f,x)3xEA,tET,} 应 
ER h HRE. TE ip 20 = s(t) 定义 的 睦 射 p， D 
一 R" 在 DD 上 为 C' 类 ,1 sro 或 r=o， 此 外 ,对 每 一 (2 E 
D.p HEHE 

D, Dip (t,x) = DX (ot, x) ) Dig lt, x). 
其 中 De i21,2,208X TO TEHRI 
EA. SALS, p211 一 239]. 应 注意 此 证 明 当 民 " 政 为 一 Bana- 


<h 空间 时 , 仍 有 效 , N 


对 于 依 正 于 单 参数 的 方程 
Se -xo, Qa 


其 中 入 在 -Banach 空间 的 开 集 4 LRE RX: Ax ARE 2 
Cr 奖 , 可 视 之 为 


EE -O0,3,0. 


由 上 述 讨论 可 知 , 我 们 得 到 一 个 CT BE o. DE, Xi DOR" 
xA x /中 的 开 集 , 且 使 
Dipit, x, A) =X (pX, A), A), 
D,Dig(t,x, 3) = DX lolt, x, A), 30 Dog (t, 3,3) 
*DX(oQ,x,3),3). 

下 面 讨论 各 种 应 用 时 ,常常 将 场 AX 本 身 也 当 作 C" 类 向 量 场 - 
的 Banack 空间 完 " 中 的 一 个 参数 ， 于 是 , p(t, x X) 在 RxA 
XX" 的 开 集 上 应 为 C" 36, 

12 XX. Mb. DA 称 为 羡 生 成 的 流 ， 

注意 C" 类 流 的 定义 的 条 件 应 为 p(0, x) -x E pes, x) 
=p(i,p(s, x}), 但 这 进一步 的 条 件 只 有 在 定 至 1.1 的 条 件 b) 成 
立时 才 满足 .显然 ,如 对 每 一 x， =R, MH X E 成 的 流 即 为 一 
A ECR RZ WA LSR. ERENT, X 生成 的 流 
常 称 为 由 X 生成 的 局 部 流 或 者 局 部 单 参 群 ， 借 用 这 一 名 称 , 是 因 


A E C' f&2HSIBE ( 取 合成 运算 ) 的 群 的 同 态 映 射 ; 也 就 是 说 , 取 
u(xX) = eO, x) 而 定义 的 同 态 po M pem pooge， pr FP. 
于 是 这 就 表示 , A 的 点 沿 苹 的 轨 线 流动 的 像 ， 相 当 于 流体 的 质点 
沿 流 线 流动 的 像 ， 

1.5 推论 ， 令 六 为 一 C' 向量 场 ,r 之 1, ASR, $ 
X€A,X 1, 7 Go- GO o O0, fl o. (0) «oo (S o- (3) 2» — 09), 
RIH foo. GO ISEGRS 15 GO SD, g, HAT 9A5 换 言 之 ,对 任 一 


eT 


WP KCA, 存在 e= e(K)2» 0， 使 得 对 1E (Co, G0 -6, 0, 00) 
GR 1€ (o- G0 0. (0) 00H p (OO EK. 

证 明 ， 设 不 然 , 则 存在 一 个 紧 子 集 K 生 A 及 一 个 数列 -> 
a(x) 之 0, 使 得 对 任 一 ,gps 0,) EK. 必要 时 政 取 其 子 列 ,可 设 
s(t 用 分 于 一 点 xoEK。 T5 0 a> o tE Bx ICD Ep 
B={yER"; [y -su|]b) ^, B. I, ER [ra). SREE 
1,1 RH 0, D 为 开 的 ; 依 条 件 b), p. C XE sa 有 定义 , 且 当 
# 基 大 时 , 与 pr (3) 相等 , 其 中 y= p(t). 由 此 推出 和 +s> 
o,a). FA. 

1.4 推论 . 设 g 是 (1) 的 在 一 极 大 区 间 了 上 定义 的 解 ， 且 
90 = o0, XE ht. M =R, 且 对 每 一 p(t+o) =p, 其 
Hoest- BRER p 为 周期 映射 

WEB]. dy (D - pt EX Vs Dist t>R*. A yH 
2g'(-c-7X(gd -c) =X) Ry =p) =p). 
由 解 的 唯一 性 可 知 , Df, t; * c1 7, 且 p =pro), Si TEL, 
L]N. Xii SuAU-R. EBH &-AER, pGto 
=ø). E 


$ 2。 向 量 场 的 相 圆 


2.1 定义 .集合 7,= {p(t,p)3tET}s RIX EE p ARR 
分 曲线 的 像 , 称 为 X RISE p 点 的 轨道 . 

应 注意 ,9 Er 7 v, REE fna Cv, Ma = phs D. 
Bod, pti p) X I,-7t- I, 

换 旬 话说, XumavGÉSCETRA, RETR., BRE Ii A 
将 成 为 可 徽 曲线 的 不 交 并 集 : 而 且 这 些 可 微 曲 线 的 类 型 不 外 乎 下 
面 定理 2.2 中 所 列 各 款 : 

a) 民 中 一 个 区 间 的 双 射 像 

bb 一 个 点 # 

0) 一 个 圆 的 微分 同 胚 像 、 


X72 DH, p 2 这 时 轨道 称 为 奇 点 :在 情形 c) ,轨道 称 为 

2.2 定理 . 设 g 是 (1) 的 在 7 上 的 极 大 解 , 则 它 必 属于 下 
列 情形 之 一 

ap 为 一 双 射 

b)7= 民 , E 9 为 常 值 映 射 ， 

OÍ-R, H 为 周期 映射 ; 师 存 在 一 "> 0， 使 得 对 一 切 1E 
R, getto =p), Xili -hir A ph) Spt), 

证 明 . mcs). 8 

2.8 定义， 一 个 开 集 A, 连同 它 关 于 关 的 轨道 的 一 个 分 划 ， 
称 为 XREN. 每 一 轨道 依 场 天 的 积分 曲线 的 方向 而 取 其 定 
商 ;对 奇 点 可 取 任意 定向 . 

在 图 上 将 用 箭头 指出 正方 向 . 

2.4 例子 ，a) 现 在 来 描述 一 个 R 上 的 向 量 场 六 = P, QO 
的 相 图 ， Hh P, y) =P) AERA E A RA aae 
Kas, Eia, = = 0an 7 99, XE QG y) = — y. 

TESE-EEE sandhi 0, 1, s, P RARS. 取 定 一 
个 区 间 (oo 2,40, REP TER EXGE. WG xE lan 2,2, 出 方程 
E a Poort RUM pto EBART L= (0. G0, 0.00) 
-上 为 严格 增加 的 ， 

由 此 即 可 断言 : 

03 1-9-GObB. eU, xX) a 4 toa, (w) f. p, x) 
9,5. 

设 当 o G0 Kf, p (, 2) 57a, WA A pt, 0) 4829718 
增加 的 , 所 以 v. ES v, A MATAA v. = vus 这 是 矛盾 的 ， 
由 此 即 知 当 o- GO Bf, pt, x) 2,5 同 理 可 证 当 f, (x) 时 ， 
PA) ra. 

2) 设 i 之 1 ; 则 必 有 @-(%) = 一 oo. 

BRZ, SEAE h Apt, >a, FERA 


ep» 


13 1.3, n] o (3) = -co. 

DI En, MBE o.) = oo 

ERA 2 ). 

HF X ERW as a1r). 上 为 负 的 情况 ; 读者 可 自行 陈述 且 证 
明之 

SER, X Bod pa x, 3) = (pO, y), e 80 , 见 图 23. 


PRE 


QA LEM C ics. 


ZU UA EMEN 
As] 
图 多 
b) 平 面 上 简单 二 维系 统 . 
系统 SE Astro 


的 相 图 ;已 为 人 熟知 ,其 中 4 为 一 2 x 2 MER, 而 A= det 0, 
且 r 是 RR* 上 CC! 类 函数 ,使 Dr(0) = 0. 对 线性 系统 , 若 A<0, 则 原 
FOSSE AT 0, 0 = trace4= 0, 则 原点 为 中 心 ; 若 A 0， 
c? -4A<0， 则 原点 为 焦点 最 后 若 A>> 0,0*- 4 AZ 0, Jil 


原点 为 结 点 . 
线性 情形 r 三 0) 的 TH 图 如 图 8 所 示 ， 
4 的 特征 值 是 
hl 7 (otVo 4 A2 
以 E, 及 E. 记 相 应 的 特征 空间 ， 
对 于 非 线 性 情形 (r 寺 0)， paith 上 述 每 一 图 形 在 原点 
邻 域内 均 有 效 . 更 确切 地 说 ,< Mn Ax+r(x) 在 原点 (0, 0) 中 的 柱 
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图 s 
图 ,是 4 = Ax 的 相 疼 在 一 个 定义 于 原点 促 域 之 中 且 近似 于 恒 等 


映射 的 同 肘 下 的 像 ， 对 于 鞍点 情形 , 非 线 性 系统 对 应 于 已 
-(0) K E,- (0) 的 四 条 气 线 称 之 为 苇 点 分 界线 ， 它 们 各 为 
互 , 的 像 ， 并 且 是 与 具有 相 局 微分 阶 的 曲线 , ELS E, TRE 
点 ， 这 个 结论 是 我 们 将 在 第 四 节 中 给 出 的 一 个 一 般 定 理 Hart- 
man 定理 ) 的 二 维 陈述 ， 对 于 7 的 微小 扰动 , 中 心 型 奇 点 将 会 由 于 
不 稳定 而 改变 轨道 结构 例如, 若 了 到 7=e(x(x?+ 9, y  y*), 


lls 


则 对 应 于 s<0 或 > 0 ,我 们 将 分 别 得 到 吸 型 再 点 及 斥 型 再 点 ， 

下 面 的 例子 将 指出 一 种 新 的 情况 ,这 时 则 省 可 以 整体 地 用 
TREH. 

OR X= ( XK A-R*, Hh X sxa X - yes 
则 元 的 流 由 下 式 给 出 

| [A CA T 
pit, (a,0)) MC (o- 2 Md ) 

其 中 1ER B, 5 ER? 

4 v0, DRRR UE Y = (x, =y). TANER hi Ge y) 
ern sr Sra hp, po - ea kon. BRA, 


$3. HEX EOS r5 3500 


UT IEPIA E EOS [URS PCR, AARE B JR 
HL 

3.1 EX. RA ROG EOGEXUP Rt hFE A 及 A 上 
的 向 量 场 ， 称 如 与 为 拓扑 (或 C" 拓扑 ) 等 价 , 如 果 存 在 一 个 
REG C RARE h A->A, 将 XC PERE TURO B RR Xa 
的 雪线， 精确 地 说 , 设 PEA 且 Y!1( 加 是 大 的 一 条 过 的 定向 
3i s] £C! CO) 3€ X B9 SE CP EADE v*C COD, 


sre 


容易 看 出 ， 上 述 定义 在 RU BOTE AARDE 
SANRA. AE A UOS X 及 廊 : 之 间 的 拓扑 (或 可 微 ) SET. 

3.2 XX. Bo: Di" X oa. D>R" 分 别 是 向 量 场 
Xa A>R" 及 Xu AR R X 及 大 ,为 拓 扩 共 颖 (或 
C RD. 如 果 存在 一 个 同 止 (或 CT HE RIO Aa Aim Aus 使 得 对 
一 切 (t,x) €D, A hp 0,300 = alt, h(X)), 

在 这 情形 下 , VALO =LA). MEARKE A X 及 
Xa ZEHRA. 

XPTOR' 中 开 集 上 定义 的 向 量 场 , SESUOSOR ESL ST 
A. 显然 ,每 一 个 拓 盾 共 轿 一 定 是 个 拓扑 等 价 ， XX! 及 X; 之 间 的 
等 价 将 奇 点 喘 成 奇 点 , 又 将 周期 轨道 映 戌 周期 轨道 ;如 果 训 是 个 共 
3, 则 局 期 轨道 的 周期 也 将 保持 不 变 . 


$i AF. odios (ayt P) se Su RU. R 


>R’, 是 X, y) 2, 7 3) Y Gn y) = Gy 7 y x9) 之 闻 的 一 
MEORE. 〈 见 上 节 例 2.2.) 


b) 令 4=( 9, 8 )s-(.5, b) Eme don 
o> 0 及 b>0， HERTE = Ax RRR E = Bx 定义 的 中 心 , 其 


周期 轨道 分 别 有 周 期 2 n/a 及 2 x/5. E awb, M ERARE 
fi. B3 —37 18, R 的 恒 等 映 射 (= 月 为 一 C" 等 价 。 

下 面 的 引 理 夫 供 可 微 共 轰 的 一 个 刻 划 . 

5.4 3H8, 设 Xi ASR K Xa AR E C HR 
Xh Ace AE AARNE MWA 

Dh Xi (D) = Xah PD VPEA 0) 

Bhd X. 及 Xa E. 

ER. $o: DA kos D>: 5 BE X RX 
荡 . 设 8 满足 (* ) 式 ， 取 PE Al MEO - hU PD ENa 
BEAY RÉE -= X, G0 x00) e AGIR GOES. 


d 
go = Dktg, 5 D) ot, p) 


= Dhip: G, DD) X, (p (t, 0) 
= Xa lh lp t, 2) =X). 
队 而 有 hpl, p) = quU, h(p)). SUIS VEA 20 — 368. 令 
PEA, JU klp, 0) =p, h(QD, t€ LOO. 将 此 关系 式 在 
1= 0 时 对 + 求 导 , 即 得 (* ) 式 ,和 
3.5 X. X. AR X-CART n1. ASR 
为 开 的 , ASR 也 为 开 的 ,一 个 C' BE fe AR A 称 之 为 C' 场 
X 的 局 部 勾 断 截面 ,如果 对 每 a€ A, Df) R 55 XC) 
张 成 空间 n. 4 如 =f (4), 且 取 诱导 拓 盾 ; EA 0X 为 一 同 
HE R E 是 X RT. 
3.6 i. 设 pEA 是 常 点 ,又 {v1 Vrs Vi X(O)) ER" 
的 一 个 基 ， 令 BODER 的 中 心 在 原点 ,半径 为 6> 0 HR. 
对 甚 小 的 Ó Kx AG, m x = B2) x LE CI BERE Fa 


$2 
B(Q,0) A, (8E X d p AER EDU. C. 

3.7 定理 (管状 流 定理 ). & 记 是 C' ARA X: AR" Y 
一 个 常 点 , 1«re«o 或 r=@, 又 J AD E X C RRR 
断面 ,是 f(0)-p. WEE pE A vit — RV. CT 
RÆ h V—(-6e0xBG»0),BÀE—A4wbo4zQ-f70 
的 R*…! 中 的 开 球 ,使 得 

DANI -(0)x2, 

DAD XIV RREY, (Coe nx BR Y-(, 0, 
7, 0) ER" 之 间 的 一 个 C" 2688, 

证 明 . Bo DAR XPH. (AR FO =p, fW) E 
IF: D,-(0, uh G, FUD €D)—A. N FEFTRRE X 
ERARA. RITES F (0,0 CRX RI &b f — A F8 RA 
分 辐 胚 ， 根 据 反 函数 定理 ,只 需 证 明 DF (0) 是 一 同 构 即 可 . 

今 存在 e> 0 ARR 的 中 心 在 原点 『 M ER B, B PIC e, 


+ 


e)xxBEJEV-F((-e x DIS BIEE. B h= (Fi-es 
exB). ul &XinVys(0)x BER FO , u) = fu) 
€X,VuCB, RERED. BHT * 8-0: Ele e) 
xB, E y EX vmi 
Dh (wu) Y Qu) = DF G,u)* (0,0, 7,0) 

=DE (tu) =X (pt, fU) = XC" (,u) 

2XQG 0,0). 
TERIMI. 4, 定理 证 毕 ， 见 图 5. N 


z 


F 
wp-—---rhc 70m 


ett fbi e Fits 
` 


F 
ms 


3.8 推论. GREEROXGHSLTUNGEIE. MS pCE, 
TEE eze, p ER RR-A, 以 及 一 个 C' 函数 
Ts V—9,1«rmosr-o, f (I0 2 7 0, 且 

DAREV, Æ J= (etra), z+T(9)) 上 被 双 射 地 定 
335 XV RRA R e 0,0: 

DÉ) = gig, q) €X Æ oC, aU 5 一 的 唯一 交点 ! 特 
别 地 , MERA «(9 = 05, ge Xin, 

04 V C5, 且 对 每 一 gq EV, DEOR Ih. 
当 且 仅 当 对 某 一 a€2 有 六 = aXX(q) 时 , DEG) 20. 

证 明 . 设 六 及 s 取 自 定理 3.7。 下 令 h= (~ 起 .如 设 
场 了 即 为 满足 定理 结论 的 场 , 则 因为 一 C" 共 罗 , «pA X 即 满足 
上 述 论断 ，( 见 图 6. ) N 


aM 


44。 双 曲 奇 点 的 局 部 结构 


设 情 是 C" ARD X H-NET r>. HERNEET 
知 ,存在 一 个 C" RARE BA 的 一 个 邻 域内 EAX 与 常 值 
EY-(,0, ORI. 因此 可 认为 ,两 个 场 马 及 了 在 党 
点 附近 常 为 局 部 C HI. 由 这 一 观察 , 可 以 认为 一 个 向 量 场 在 
常 点 附近 的 局 部 定 妊 知识 ,在 相差 一 个 六 部 微分 共 元 时, 是 令 人 满 
意 的 . 

但 若 情 是 一 奇 点 , 财 情况 便 十 分 复杂 .即使 是 线性 系统 , 也 可 
能 出 现 各 种 不 同 的 可 微 共 施 类 , 就 8? 而 言 , 即 有 鞍点、 中 心 及 结 
A5. 

本 节 研 究 双 曲 奇 点 。 

41 定义 . 一 个 C" 类 (rz 1) 向 量 场 的 奇 点 改称 为 双 曲 奇 
点 ,如 果 DX (D ioi FEBR EER. tt? 


可 以 证 明 , 这 个 定义 对 于 X Æ pithi C' BBRA 是 不 变 


ij. 

4,2 Hartman EE., $ X, AR 是 一 个 向 量 场 , 又 
卢 是 革 的 一 个 双 曲 奇 点 ， 则 存在 p 在 人 中 的 一 个 邻 域 六 ,以 及 
I^ 中 原点 的 一 个 邻 域 球 , EXV 与 DX QDUP. Athy. 


8， 


本 定理 的 证 明 见 [S, 第 四 章 ]. 我 们 只 用 下 面 的 图 (图 Tk 
一 个 几何 解释 . HE 


图 7 


$5. 周期 轨道 的 局 部 结构 


5,1 Poincaré Wik. 

与 向 景 场 的 闭 轨 道 相关 的 Poincar6 变 换 , 是 一 个 用 下 述 方 
法 定义 的 微分 同 胚 ; 这 一 变换 将 能 描述 向 量 场 在 闭 轨 道 ? 的 邻 域 
中 的 动态 . 

设 y= (o0, 50 «t«v 是 Ce 向量 场 大 的 一 条 周期 是 re 
的 局 期 轨道 ,定义 于 Acti, X r1dX-o0, (IE RXdE 
户 处 的 一 个 匀 断 截面 ， 粮 据 X 的 流 的 连续 性 可知 ' HEEF 
的 点 g€ 已， 当 + 位 于 一 事先 确定 
的 紧 区 间 , 例如 [0 , 2 ro] 中 时 , 轨 
Bot, 也 将 甚 近 于 ?， 今 定义 
Ag) 是 此 轨道 交 于 X 的 第 一 个 交 
点 ! 令 立 " 是 二 的 定义 域 ; 显然 ， 
b€XsHs)-»p. (MA8. ) 

3o A E r EBS ERRERA r LE Olim, X A v 89 46 
域内 的 局 期 轨道 对 应 于 oc 的 周期 点 , WARA q€ Do 使 得 对 
RER nel 有 (9) = 9 大 的 轨道 在 ? 近 傍 的 渐 近 动态 也 


ede 


Wha KHE. Min lima” (o) a p AS limd (plt, gy) 0. 


5.2 注 。 上 述 截面 应 是 一 个 超 曲 区 ,或 是 开 集 ASI" 的 一 
个 (n- 了 D 维 微分 子 流 形 . 可 没 流 形 D EX R 的 向 量 或 仿 射 子 
空间 的 圆 盘 出 现 , 同 时 用 一 系列 限制 加 以 构成 、 

UTI, m XX 是 一 个 C" 类 ,r 之 1 或 +=w, 映 上 其 像 
D WHARE. 为 更 精确 地 给 出 x 的 定义 , 我 们 用 一 下 管状 流 
定理 及 其 推论 3.8， 令 广 是 推论 3.8 给 出 的 邻 域 , 因 plr DD 
=p, KEE pE DTO ARR Do 使 得 对 一 切 g€ os 
PO EV, RE V> 3.83 UB. Nun. Xon, 
nla) = 二 (9(royg)) 

的 另 一 表达 式 是 x(q) =pl t (pos qi, HEr V 
~ 只 是 六 中 天 的 轨道 两 次 交 于 D 所 历时 间 , 由 隐 函 数 定理 可 知 ， 
TCZ. 

上 述 玫 达 式 说 明 , x 53 X 具有 相同 微分 阶 , Aa Xi 
XB -交加 以 定义 。 这 就 证 明了 s 是 一 个 C" AARE, 
rziÓÉreo, 

5.5 平面 上 葛 极 限 环 ， 

1， 定 义 . 设 A 是 2 中 开 集 , XX，A 一 R* 是 一 个 C! 疝 最 场 . 
XX 的 一 条 局 期 轨道 , VOU v, 称 之 为 极限 环 , 如 果 存 在 ?的 一 个 铝 
域 世 ,使 ?是 契 的 唯一 一 条 与 玉 相 过 的 闭 轨 道 . 

2. fg. 在 上 述 定义 的 记号 下 , 只 存在 下 面 三 种 报 限 环 ( 必 
亚 电 可 第 小 Fa 

a) 位 定 环 ， 对 每 一 9 EV, limd (g(t q) y) =0; 


ORERE XHS—g€V ,limd(gti, gP) =0; 
SPRER AH—q€V n Exty, limd(tt, gp) = 0, XA 
每 gEV NInty, limd (pt, Q,») 0, 或 是 反 过 来 . 


证 明 。 必 要 时 可 缩小 V, fis y aAA Pc» B 
XEGUCEGLHANRER E. Vom 马 o> 马 为 Poiacar6 变换 ( 见 


EL 


Ho. 5 x. 上 已 有 序 , 取 Exty 
到 Inty 的 方向 为 正 向 。 给 定 g€ 
NExty, 则 有 x(q)>q 或 x(q) 
Ka. Wz( 4. 7M IMRA, 
Bi v, HRM on (D. 以 及 线段 gx 
(9 c 3, EEK d A 79 IE E A 
变 , 即 任 给 x € A, VES 1270, 
有 p(t,x) € A, 由 此 g(t, x) 将 与 可 交 得 一 个 收 伊 于 的 , 严格 
单调 的 点 列 xa. IEEJA imd (y(t, x), y) 90. 

Barao WABA-X MENEH, ROB x€4, 
limd(gtt, x} y) 70, 

对 Inty ERRA, Ime BUE HIE RE ,命题 得 证 M 

3。 注 ， 在 命题 的 记号 下 , 易 见 , 当 且 仅 当 pÆ r 的 孤立 不 动 
点 时 ,? 为 极限 环 ， 攻 此 

DHENA HEEF Ap A 


k) - pi& Ix - 2l 
时 ,7 为 稳定 的 ; 
DET ER LEES LES 
fz - A>lx- B 
[SES Va 
OHERA ARET? EDN Exty 有 
I - p <le- Hs 
且 对 每 一 近 于 名 的 xE 马 Inty 有 
lre) -= A>lx- A 


时 ,为 半 稳 定 的 。 反 之 亦 然 - 

特别 地 ， 设 慰 为 解析 的 , 又 w(x) 不 为 恒 等 映 射 , 而 令 r 
=y+a (s p)" t mee, GO, 

于 是 , 当 * 为 奇数 时 , 划 当 oy<0 时 ,? 稳定 ; 当 6,>0 时 ,7 不 
BE. Xk ABAN, 出 为 半 稳定 的 。 设 x(x) = % 妈 每 一 


ESO 


为 零 , 则 ?位 于 多 的 一 个 周期 轨道 的 族 内 ， 
YXA CO 类 时 ,车 a GO LL, 由 中 值 定理 可 知 ? 为 稳定 的 、 
另 一 方面 ,车 x 人 (p) >1,7 为 不 稳定 的 。( 见 图 102 


E 19 
下 面 的 定理 给 出 一 条 周期 轨道 为 稳定 极限 环 的 充分 条 件 . 
4.8838. 4 AS 及 :为 一 开 RAXX X) AR 29 —Ct 
TEA. Wy 是 BUADST DER SGÉ, 又 z DÆ 
DCy KE SJUTERLER EI] Poincare B, Vl 


age exs(f" divX y) di, TE 


其 中 div X) =D, X, (0) + D,X GO, 特别 地 , 若 有 
f divX Cyan deco, Rl v S, A|, divx dio, 


My 不 稳定 。 
AE. HE RAH) = DX GU, Bop dE = Ada, 


DO) = EB AREE X Liouville 公式 ,有 
. 
det (T) =exp( E divXodi), 
SERA, n^ (p) = deti (T), 


4o. RR 11,000 = Dp(T, D, 首先 注意 
Dat, ^X) XD. HERE E, m-i ot, Da e XO, 


故 有 
DigtT, py XG) = (T ptt, Dl s e S pT +h Dis 


Kod niae Xo). 


另 一 方面 , 设 9 Oe DDE XLI HEC. 使 9(0) — 5, RU 
集合 B= XC «9' (00) MERR E. REXA alg) = o(7 
+T(9(7T 5) , g(sD, 于 是 


u^ QU (o Leg m DeT, pra 
+D,p(T, p-9'(0 =a Xip) + Dp(T, pg’ (0, 


其 中 ade c(p(T, gs) dE sco SESS, BIG DoT, DEE 
ENSIS 
1 -a 
( 0 np ) 


从 而 得 到 detb(T) = a^ 《四 。 定 理 的 进一步 的 结论 从 注 3 推出 。 
a 


ul 


$6. 轨道 的 w 极 限 集 与 极限 集 
* 

4 A Æ Euclid JER 的 一 个 开 子 R, X ASR Æ C in 
EE. 

We 7 o0, DJEXITIS P A. 且 定义 于 其 极 大 区 间 Ip 上- 
的 积分 曲线 , Ip= (o-(Do«(DD.— WE wp) = oo, 则 可 定义 集 - 
合 

alb -(a€A, 31(,),t-»oo, H pdg H n of), 3. 
似 地 ,如 有 o(p) = — co, 则 可 定义 集合 

alp) -(a€A, 3 {i} t>- co, H p 109g, P5 no» ool). 

EÈ o (D) K, a(p) 分 别称 为 p 80 o 极限 集 及 ad IRR. 

6.1 AF. 

DX, RRS 

Xy) = 6,7») 

给 出 一 个 鞍点 . 

4 E, -Rx (0) R E, - (0) x R, M 

inp-0,a(2 7o(» = (0), 

in peE.-(0,o(P =Ø, Hac = (0) 

dr pcE,-(05,o(9» -(0), Bac - 2, 

in pEELUEso(p -a(p =Ø. 

b Ee -o0, D 是 周期 
为 + 的 局 期 解 ， 则 oh =y = 
(ect, D,0st«c) =a(p), 

"OR EE aC v, 则 存在 如 € 
L0, 21, Bp (^, D =g， 今 定义 一 

| AFER t= ene FÆ eo, B. 
Bon $90) =p ^ne, D) =p) =g 

要 证 明 a(b) 7 vs, 可 取 序列 为 如 = v! nr, 
e ikX, RR, X ls y) = UGG, y)» Xo, y» A — C B8R 


量 场 ,其 每 一 轨 线 从 外 侧 及 内 侧 盘 向 一 个 中 心 在 不 点 ,半径 为 1 的 
Jl C, 如 图 11. 
例如 可 取 
{ Xi 3) =y +x(l-x?- y), 
Xi, y) e x y(1-xt- y9; 
即 知 上 述 条 件 满足 ， 于 是 

Eb p ÆC Ait, alp) (0); 

H p EC Mt alh) =Ø, 

当 pECHN,a(p) =C; 

对 任 一 异 于 原点 的 ho =C。 

6.2 i. 

2) 一 旦 用 茶点 的 a 及 co 极限 得 到 平面 上 一 个 六 作 为 周期 解 ， 
则 它 也 是 过 每 一 与 此 点 充分 邻近 的 点 的 积分 曲线 的 a 及 极限 
集 . 

b) 营 ,是 针 的 过 点 的 轨道 ,又 gEy5; 则 w(p)=w(q). X 
KE Ma Eyn WFE c ER Ept p) m pto, p, RWW 
Falp =al). 

BÈ b), 我 们 可 作 

6.3 EX. ZHN y 的 @ 极限 集 是 对 任 一 点 bEy 得 到 
HA oun. 

一 条 轨道 ?的 o 极限 集 是 对 任 一 点 p€v 得 到 的 集合 a( 

6.4 i. 车 g(t) pt D) RAED? 点 的 积分 曲线 ， 
v(O cdd, DISTIRES — Xa P ARRIR, DE (5 D = g( 1, 
p. 

EU, goo o BREST pOH o BRRR EZ, o (OBI o 
TRERSES-T v(D RU a 极限 集 ， 据 此 ,要 研究 轨道 的 有 关 aR om 
限 集 的 人 性质, 只 销 限于 研究 o 极限 集 已 足 ， 

6.5 X. RX AR B-C HEH r>, 定义 于 开 
SR ACE, X y*() dol, D, 120) (或 p71(p) = (p, Dt 
SSOHENS X 13 P ARTEEN RREN F y* o0 Go (o 


* 2$ 5 


整 含 于 一 紧 子 集 天 SA 内 , 则 

2)0(p) s (C of 及 关 0)3 

b)o Co) ARE a DARD; 

c)o(pE X Aj del GE aCDYXEXTRA, MEN, dac 
OCP) WI X ito 的 积分 曲线 也 含 于 @(o) 内， 

Do p) xiii aC) 为 连通 集 ). 

证 明 、 见 [S .第 七 章 ]， dH 

考虑 例 6.1c) 的 场 在 开 集 ^ = R* - Cp, ps} 上 的 限制 场 ,其 中 
及 ps 是 单位 辑 C 上 的 两 个 不 同 的 点 Wb ps0, HPEC 
Z {Po b}, NI O(h REIRA 名 及 ps iS ERI, Df o (pod o 
通 。 此 例 说 明 , 定理 6.5 中 紧 集 KK 的 存在 性 不 能 从 定理 条 件 中 除 
E. 


$7. Poincaré-Bendixson 定理 


以 下 将 设 A ER BOTTES XAA 上 的 C" FERE r1, 
TRI p3 didi pp 的 正 半 轨 线 
P3 = (ett 12-0). 
7.1 定理 (Poincaré-Bendixson), $ 9 (D =gp(f, D) Æ X 
的 一 条 积分 曲线 , 对 每 一 之 0 有 定义 , 且 设 yr Ei T — I R 
KcA 内 . 
FARR X Eo) 上 仅 有 有 限 个 奇 点 , 则 下 列 情 况 必 居 其 


i: 

DE o CD 8, M otp) AAM 

DË o (D) ANE ARARE US N o Co) EPER Ro 
这 时 每 一 轨道 当 #> 土 co 时 , 均 趋 于 奇 点 ? 

0) 如 @( 尹 不 含 常 点 , 则 名 (2p) 为 一 奇 点 。 

下 面 的 引 理 将 简化 定理 的 证 明 . 

引 理 1. 设 PE 台 fw(y), 其 中 全 是 XX 的 一 个 匀 断 截 线 , 又 
Y-o(DJE XàS —AR SUB, RI P 可 表示 成 D 上 的 一 个 点 列 9w (tw) 的 


«2A e 


极限 ,其 中 tomos, 
证 明 . £Ry-o0-o00.H PEEN), mE 12. 


Won 


考虑 推论 3.8 BIABIOADER RIRH v. VR, 
E pEoQn REER), EE noe oo ILE oo Bog 


=p. 
这 时 存在 整数 和 EN, REN EE n>n e) EV. 
$ tel, e r(pl XE n>n dg 
9G) 79, * (0,9 = pir(pll o D, pt... 
又 依 的 定义 ,得 知 wp(t) € X. 
由 于 7 连续, 故 知 
limp) =limpr tot, od. -90,p) = ps 
这 是 因为 当 weo FP p) 9 p, X ripi) >r(p)=0. 5E 
EON 
注意 ,因为 我 们 讨论 只: hihi, Br ABI X QS AERE ER 如 
为 一 维 集 ， 因 此 ,局 部 地 , 22 BERE SEDX IRIS RA IIBER. — 为 行文 
计 , 今后 便 将 每 一 色 断 截面 2 视 为 一 区 间 的 微分 司 胚 像 ， 这 样 ， 
马 将 赋 有 一 个 由 区 间 的 全 序 所 诱导 的 全 序 “ 生 ”; AUREAS STRESS 
上 的 单调 点 列 . 
513» 2. iR) RE X IS ACT. A 内 的 匀 断 截 线 , ?是 无 的 一 条 轨 
道 , 且 PEZ vl y= (p, 120) SERERA 
Do Da Da 


(28 。 


证 明 . 4D-0€R*ed, D CX) 则 依 管状 流 定理 , D 
为 离 琶 集 ,从 而 可 将 此 集 有 序 化 
D= (0t «t uem), 
设 锯 = 乌 则 定义 bio es D. FUSE pL 存在 依 归 纳 法 , 可 
定义 p= gas D. 
bum prs 则 ?是 一 周期 为 r= 的 闭 轨 线 , MT — UD, 
p= b. 
设 po bos 不妨 设 b bes. WERE Po 我 们 证 明 必 有 P 
bh. 
BEAR IUE] 13a ERZ, 则 
f É ROXUEBRROGBUSEDUEH AL, X 
\ —L—. ”的 轨道 必 以 同一 方向 穿越 截 线 X; 
设 如 图 13b, 良友 向 右 穿越 ， 
我 们 记得 在 R: 上 Jordan 曲 
mos 线 定理 成 立 ， 
“ 令 7 为 一 连续 单 闭 曲线 (一 个 圆 的 局 且 像 ), 则 R*-J 具有 两 
个 连通 分 支 ，S,( 有 界 分 支 ) 与 S,( 无 界 分 支 ), 它们 以 7 为 公共 边 
m." o 
ECDETICI EN T D CREE 
sh DEB Jordan 曲线 ,如 图 14 所 示 ， 
特别 地 ,在 轨道 ?上 ,从 加 点 开始 ; 即 从 :> 之 值 + 起 ,轨道 
? 将 念 于 Sob, HERE, 因为 轨 线 的 唯一 竹 , 所 以 它 既 不 能 交 于 
Mho UTBRE 和 名 相交 ,以 致 与 流 的 方向 矛 层 . 
由 上 述 讨论 可 知 , 当 ps 存在 时 , 必 有 bo be bs, 如 图 15 所 


PAJE 


-2 


BAHE, G p py pem pem 

从 而 {p,} 为 一 单调 点 列 。 

若是 b. b. 则 证 明 相仿 ， 攻 

33. jRXDUES XIS ABUS, X PEA, WI XL o y 
交 至 多 一 点 ， 

证 明 。 由 前 面 的 引水 可 知 , >; 在 加 上 的 点 集 , 固 其 为 单调 
列 ,至 多 只 有 一 个 极限 点 ; 故 从 引 还 1 即 得 出 结果 . NE 

引 理 4. 设 pEA, Rh yr BT E v X 29 
道 ,pCe(p)， 如 @(y) 不 合 奇 点 , 则 ?为 一 闭 轨道 , 且 (D =y, 

EA. Raco RAS AV Æ (3.8) 中 所 给 的 9 之 邻 域 ， 
对 ,是 相应 的 勾 断 裁 线 , ISI EY , AE XE foco, EOD € 
X2 518 VE) Ew(p), 依 引 理 3 可知 列 [7(,)} 应 为 单 点 案 , 由 
此 立即 推 知 y 为 周期 轨道. 

SEYH, AA o ERr AARE, 所 以 只 
消 证 明 ? ZE oD f AR RR, 

ikp Ey V5 是 下 的 由 推论 (3. 0 给 出 的 邻 域 , Dr RUBNL i 
匀 断 曲线 ,我 们 证 明 Fzny?y=Jno( 攻 ， 

BASNE Nep), R Z, EE EEV No) E 
TEn RULES HERE RR UAE: m(p) 的 不 变性 , 知 存在 ER, toc, 
D Co() n Es Hed, qs, TERNE Dr LE Eo 
两 个 相 异 点 ， 但 依 引 到 8 ， 此 为 不 能 . Dd V;ny-Vin 
olp). 

令 U=UV5\U 在 好 中 为 开 的 ， ycU RUNG (p -Uny 
=y, 可知 ?是 R? HFRS (DIE. KA rE oD hA R 
的 .时 

Poincaré-Bendixson 定理 的 证 明 . 

(1 ) 设 2) 的 假设 成 立 , Xo€oUD, WA Yo. X. 
oC(D AEN, TEMO), Mmh IERA o 
=y, AANE, 


ai 


m 


C2 》 设 b) 购 假设 成立 ,又 ? 是 一 条 含 于 四 (如 中 的 轨道 , 则 因 
vYREH-— SABE, 依 引 理 4, 以 及 aR o0? HER E, 
可 知 a(y) 及 00032995 XI). 《我 们 记得 , X E oh) hR 
有 有 限 个 奇 点 )， 见 图 16{a) 及 图 16(b)。 E 


图 16 
GER O 可 从 o G2 AEBN, URE o GO TR DUCERE 
个 奇 点 立即 推出 里 
7.2 例子 . 


设 X 是 R* 上 的 C 向 量 场 , 使 在 B, = (ear Xateyt 


XrHBIADA. AE B, QARAR, XIHA Br 之 内 域 , 则 可 知 
在昌, 内 必 有 一 周期 轨 洲 ， 为 此 只 要 对 B, 边界 上 一 点 处 的 正 半 
施用 一 下 Poincare-Bendixson 定理 即 可 . 

7.8 5S: 上 的 Poincar6-Bendixson 定理 . 

WEXG RS 上 一 个 C MED, EEA xES2 = (On, Xas x3 
xitxbtxi-l)h HEER, pi ES, 

为 此 必要 充分 条 件 是 对 每 一 x*ES*, 久 (x) ETSER TSR 
示 5? 在 * 处 的 切 平面 、 读 老 可 自行 证 明 这 个 结论 ， 

如 XX 在 S* 上 仅 有 有 限 个 次 点 , FU x € 5? 的 轨道 的 o 极限 集 ， 
BURS R? 上 Poincar6-Bendixson 定理 一 样 的 三 种 可 能 性 
a)—c), 

其 证 明 与 只 情形 相仿 , FUBERIAUTHESE. S 上 的 Jordan 
曲线 J 将 5*-J 分割 成 两 个 以 了 为 公共 边界 的 连通 分 支 。 

7.4 定理 WX REJUE ACE! 上 的 CUI Xv 08 X 
BSPLELUR , B Intyc- A, WE Inty rre Xig—^ ZA. 


DE 


Wp. LS, gtl 是 


prx 


[L] LimaE, Análise no espay5 IR, E, Blücher, 1970, 
IS] Sotomayor J, Lisges de Equasses Diferenciais, Projeto Euclides 
CNPq, 1979, 


第 二 章 多项式 系统 的 极限 环 
31. 引 F 
RODE 


(62) 


的 极限 环 ,或 者 等 价 地 ,向 量 场 六 = (P,Q) 的 极限 环 , 是 指 一 个 孤 
立 周 期 轨道 ， 由 第 一 章 结 5.3 的 讨论 可 知 , 只 存在 三 种 极限 弥 ， 稳 
定 环 ,不 稳定 环 及 半 稳 定 环 ， 本 章 将 讨论 (1) 的 裤 限 环 的 有 限 性 间 . 
题 , 并 证 明 Poincare 有 限 性 定理 的 一 个 变形 ， 

BE, TARD X = (POAR, QO RREK 
RREN n 0692 HS, Mp X PR Qi ARER S8 [RI RD 
中 的 点 一 一 对 应 , 于 是 可 设想 多。 中 已 赋 有 一 个 有 限 维 向 量 空间 
的 结构 , 常 称 Tarski 拓 扑 ，Poincaré 的 有 限 性 定理 5 建立 了 一 个 
5H. Ba m esU Jar 具有 下 面 性 质 ， 

a ea 是 和 ,中 一 个 内 域 为 空 的 集合 ,此 集 构成 “例外 情形 六 

b. 每 一 场 X EJ, 具 有 有 限 个 极限 环 , 集 J 构成 “一 般 情 形 ”、 

fk Poincaré 的 定义 , J,R& iX HE 93g X C3, WRA, XH 
Poincaré 紧 化 场 CO. MER $ DARA, 且 
REFRE eR SH. 

在 我 们 的 变形 定理 中 , 则 确定 了 一 个 具有 下 列 性 质 的 分 划 党 。 

=e, UJn 

a. en AFNEITA TRAH GO P O9 230) nba 

b. &— X €J, 具有 有 限 个 周期 轨道 ,特别 地 , 天 具有 有 限 个 


30" 


BRK. 

我 们 还 将 给 出 另 一 个 变形 定理 , 这 时 P, =e UJ XC 
Ja hy Poincare 紧 化 场 9 OO 的 每 一 奇 点 均 为 双 曲 的 , 且 每 一 奇 
扬 轨 道 或 图 均 为 简单 的 ( 见 定义 2. 2). 

单 图 具有 周期 轨道 不 再 在 其 近 旁 结案 的 性 质 , 用 代数 运算 方 
社 可 以 判定 一 图 是 否 为 单 图 . 


$2.58 


TA R IBEX, ARI 为 一 C! 向 量 场 . 

定义 ， 允 的 一 个 图 是 指 A 的 一 连通 紧 子 集 , 它 由 的 满足 下 列 
条 件 的 鞍点 与 分 界线 组 成 

(i) 图 的 每 一 分 界线 的 o 极限 集 及 a RRRA BA, 

GD) 图 的 每 一 远 点 至 少 是 含 于 图 中 的 一 条 稳定 分 界线 及 一 
条 不 稳定 分 界线 的 极限 点 

下 列 命题 是 Poincare-Bendixsoa 定理 的 特 款 . 

2.1 命题 , Hx. ACR*>R' 是 一 C HRD, 其 奇 点 均 
为 双 曲 的 。 若 了 的 一 条 轨道 的 @ 极限 集 为 紧 的 , 则 它 必 为 一 奇 点 。 
或 一 闭 轨 道 , 或 为 一 图 

证 明 . 设 X 的 轨 线 + 的 o 极限 集 为 紧 的 ， 如 果 o KER 
点 ,也 不 是 闲 轨 , 则 Poincar6-Bendixson 定理 保证 w(y) 由 奇 点 
及 正则 雪线 组 成 。 今 @(y) MEEESCC RE FERURUUS EUR, H 
SEU, AN co (v) 的 正则 雪线 是 鞍点 分 界线 ， 从 而 图 的 定义 条 件 
(1) 满足 ， 今 证 明 条件 (2) 也 满足 . eE o) 的 一 个 瞬 点 ,8B 是 
PAER ENOR, RE I 的 分 界线 将 8 分 成 四 个 部 分 ,其 中 之 
一 设 为 R, 它 含 有 结 诊 于 点 处 钓 BNMY 的 无 限 连 通 分 支 ， 容 易 看 
E, r 也 结 来 于 确定 区 域 RR 的 稳定 分 界线 及 不 稳定 分 界线 。 四 此 
SMER o0) 为 一 图 ,从 而 命题 得 证 ，( 苑 图 17，) 量 

FGC WEE X, AR! EE, bis bo n, DIE GITE Bt 
AA, A uox, d DX CO, 1th, 的 两 个 特征 值 , 则 有 一 与 


TES 


图 G 相 关联 的 数 
ERAT] 
eq» = H W, 


2.2 定义 .车 o(G) 1, 则 称 
GX—RIBS. 

一 个 忆 BRB X, A RI 
图 G 将 平面 划分 为 有 限 个 区 域 ,每 
一 区 域 以 由 G 的 鞍点 及 分 界线 组 成 
的 单 闭 曲 线 为 其 边界 。 令 只 是 这 样 
的 域 之 一 再 设 存在 一 个 只 介 A 中 
的 开 环 域 4 ERCA IRS EX 
的 一 条 经 过 9R 分 界线 之 点 二 的 多 
断 截 线 , 且 令 7= SN 4. 对 于 7 中 每 
EAT P Ax, 我 们 定义 a OO 
是 X 的 经 过 * 的 正 半 轨 线 与 了 相遇 的 第 一 个 点 ， 当 x， DC IT 
已 在 一 个 以 为 端点 的 开 区 闻 J。 上 被 定义 时 ， 便 称 = 是 回复 变 
H. 由 于 oR 处 不 得 被 起 的 位 于 尺 中 的 周期 轨道 结 聚 , 故 使 x 存在 
的 一 个 条 件 是 ,4 不 得 与 R 的 鞍点 分 界线 相交 ，( 见 图 18.) 图 
19 中 画 出 的 图 , 即 属 不 能 在 了 上 定义 词 复 变换 的 情形 . 

下 面 定理 提供 了 一 个 代 
ORE, DLE FORTE US X 
的 相 空 间 中 的 图 的 邻 域 的 性 
态 . 

XXE. 4 XQ AR 
E&— CU, E G 是 X 的 单 
图 . 又 设 G 含 有 (分 隔 G 的 

Bo: 鞍点 分 界线 的 ) 开 环 域 4CA 
边界 的 连通 分 支 ， 车 存在 G 在 ACA 中 的 一 个 邻 域 让 ,使 p(G)> 
1( 或 C(G)<1D)， 则 三 的 每 一 雪线 以 G 为 0 报 限 (或 < 极限 ) 。 

此 定理 的 证 明 依 赖 于 下 面 引 理 ， 辫 先 作 一 些 讨论 。 
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TPAREXIUEULSGRUUAES ERES, TE p-(0,0, H 
DXO, 0) 的 (稳定 及 不 ! 
BD 特征 空间 及 . 
E" 对 应 为 坐标 轴 Ox 及 
Oy, iE Z'CE'RB'c 
E* 是 中 心 在 原点 的 其 
小 开 区 间 ， 存 在 C?* 类 范 
数 p BRE"RS. B* 
E, ERA RRIA Bos 
点 , 且 其 图 像 丛 为 态 在 (0,0) 处 的 局 部 稳定 及 不 稳定 分 界线 ， 广 意 
go (0) 203 9/0020, 4 EO, B'x BR, Dos y) = (x 一 
Pyy- plx), PÆ (0,0 4ERSESER C* 油分 同 胚 ,并 且 诱导 场 
并 = Dx 下 满 足下 列 福 质 ， 了 为 C' 类 , 史 将 的 轨道 映 成 了 的 轨道 
(0,0 423€ Y KEA, B.DY (0, 0 与 DX (0,0) 有 相同 特征 信 , 而 六 
的 局 部 不 稳定 及 稳定 分 界线 分 别 含 于 Ox 及 Oy 中 ，( 见 图 20.) 


m 


| dla 


R9, MEA IS-(0, 0 €«2«2, »-0) EX Ja = 
(105 3) ix 20 K y20) 将 分 别 与 区 间 (0,8/2) 及 半 轴 (0, + 000 E 
d. 令 5>0 其 小 , 依 y 的 流 定义 一 变换 x，14>Js， 下 面 的 引 理 
给 出 z 的 基本 性 质 。 

2.5 8H, 4 X, A—R' AC. E O,OdE X o HE 
点 ,其 特征 值 K<0<), 且 稳定 及 不 稳定 分 界线 分 别 含 于 Oy 及 Ox 
中 。 则 任 给 e> 0 存在 60, Em Doo 满足 


(387 


NT 


n 
81 org EC (n) c TI EI 
WEB. EO X Qe, 3) = Qoae ero Y) uy t nos y», XS 
xEyn0,y)-0 HO 0 70, 注意 
ri, y) =r (0y) +x| 妆 9n TUL(x, 3A ds, 


o 


可 知 有 nuG y) 9 xr Gc, 2 Eh r EP, n 00,0) 70, [ERE 
ruo y) yf y), 
给 定 £0, ABRED X 0) = (ox, uy), EEE 
Kc, 9 其 小 时 ,向 景 X(x y) RX. a y) 构 成 正定 向 ( 见 图 21) 
| 


图 21 
事实 上 ,存在 6>0, 使 得 当 0<x<56,0<y<6 时 ,有 
hax txt (xy) Arex 


HY YT. y) ny 


=xy (uS, y) - ue — (t e) Go, yn 


0. 
从 而 车 amodo, iX. 定义 的 变换 x,。 Dex. BA EE 
B: H nir) Sal), G Xa RE (t,x y) 9 (cem 
m i 2.00 = yeh, En 470 R8 xeo t9 -8, RSS 


iu log - 2.m 


四 


z.) =ò (explogž ) fre gt T yr , 


此 即 引 理 的 不 等 式 之 一 。 对 另 一 半 不 等 式 , 考虑 场 X- ,= (人 一 
sxspy) 即 可 里 


E 


定理 1 的 证 明 ， 我 们 就 加 的 鞍点 个 数 用 归纳 法 证 明定 理 , 旦 只 
考虑 两 个 鞍点 的 情形 ,由 此 读者 即 可 容易 地 推出 其 余部 分 ， 设 C 
含有 两 个 鞍点 b, Ebo 它们 分 别 具 有 特征 值 生 <0< e uro 
所 ja 又 @ 的 正则 轨 线 在 p 及 p. ERR, nE 22. 

在 所 及 名 近 旁 分 别 考察 丽 个 充分 小 的 球 忆 及 Bs; 令 Du 
BR 21,2, 28 C 微分 同 胚 ,使 诱导 场 (@) X EFRA) 理 
2. 3 中 鞍点 的 情形 , 


A eG», Xeo lë i fó-8()0 


是 引 理 2. 3 BABERE, SC, eic, 是 同一 引 理 所 给 的 这 间 , 坟 
图 22. 则 变换 zt， 了 一 RR EG IR, 满足 不 等 式 


m GO «Cx 155 E mL ET, 
中 Ct 及 C 是 与 * 无 关 的 常数 SRI B10),i=1,2， 及 


1,0; 0)0,/23,4, Hid Au To Aa To» T, h Xi R 
EX MHYH A = du DIS DR. 及 deo D b Re 
可 扩张 成 {- S<x<6} 上 的 C? HERES, 且 将 原点 变 为 大 点、 于 
EIGE AGO —xBQ00 RA 00 7 xB, (x), irh Bi 及 BAC 
类 .我 们 现在 证 明 , 对 每 一 甚 小 的 % Bei mamma DR. 
满足 条 件 GO x, APPs >l AXEAG 上 的 回复 变 
换 ,由 此 即 可 得 出 定理 结论 ， 现 因 对 每 一 x 有 B, (x) E. Ba) 
xK,, 从 而 
alx) = Aun A (x) mai dn G0 B. Gu n O0) 


K jr, dat 00 LK CLA, Gu G9) PE 
«K,C,K, HAm GOTT, 
因而 c0) c Ki" RES BM, 有 二 G <1， 于 是 存在 G 的 


AUG V, dics x cV EU Gooco, 车 p(G)<1， 则 
证 明 类 似 . g 

2.4 Rit C 疝 量 场 六 的 单 图 不 得 结 率 周期 解 . 

2.5 引 理 . 4 X; AR 为 一 C: ARD. ME AK 
域 ,其 边界 对 多 为 不 变 , 且 X 在 放 中 的 每 一 奇 点 均 为 双 昌 的， 如 果 
此 时 在 必 内 存在 的 一 个 周期 轨道 的 序列 {7。},>1， 其 上 有 点 列 结 
聚 在 的 一 奇 点 xo 处 ， 则 轨道 列 {7。}w>y 必 结 素 于 天 的 位 于 MM 中 的 
一 个 图 的 附近 . 
证 明 . 因为 x。 为 双 曲 奇 点 , 所 以 可 知 它 为 一 鞍点 ， LAWA 
SUELOS RET o 的 一 条 稳定 分 界线 S 与 xo 的 一 条 不 稳定 分 界 
线 8 附近. 注意 C(SO CM, ERRE 1,0 (52 29 — BUR, IA 
排除 了 别 的 可 能 福 . 如 果 @(S。) = xo 即 得 一 由 xo S, 及 5S, 组 成 
的 图 (不 论 S1=5Ss 或 51 天 S$,)， 它 邻近 结 限 了 无 穷 多 个 7,。 车 
eG) x, 则 继续 上 述 过 程 ， 又 可 得 到 一 个 被 {7,}。>1 SATIS 
引 理 证 毕 . N 
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P3 
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ZEL OX, AR 为 一 全 向 量 场 , 设计 是 和 A 的 一 个 紧 
域 , 其 边界 对 天 为 不 变 , 且 天 在 对 中 的 每 一 个 奇 点 均 为 双 曲 的 , 又 
其 守 每 一 图 均 为 单 图 , 则 到 的 周期 轨道 的 集 9 M 为 一 紧 集 . 

证 明 . 首先 注意 ,不 存在 被 周期 轨道 结案 的 图 , 谷 则 与 定理 1 
WEE. 4e Gus 是 OD rR— PESCE JR x € M B9 9I. HE 
每 一 x。 又 卖 示 一 条 周期 轨道 (各 不 相同 ) ， 则 从 上 面 引 理 可 知 , x。 
AUR AR, Lo Gu) 不 为 奇 点 .于 是 依 命题 2. 1, (sxo) 为 一 周期 轨道 ， 
且 容 易 推出 有 xo Eom(xo)， 因 此 x EFM), EE. E 

SEXES, X. A RUE ARTES MAET OA 内 的 连通 
紧 域 , 其 边界 为 解析 的 且 对 大 为 不 变 的 。 则 或 者 无 只 有 有 有限 个 周 
期 解 ,或 者 帮 为 六 的 周期 轨道 所 填 满 (为 一 环 域 ). 

证 明 .。 设 多 具有 无 限 多 个 周期 轨道 ,用 定理 以 及 义 的 解析 
性 可 以 证 明 ， X 在 人 中 的 每 一 轨道 均 为 周期 的 。 事实 上， 集合 
$7 (OD ={ 列 (x，) 的 极限 点 ; 每 一 x。 夹 示 相 异 局 期 轨道 } 在 MM 中 
EFLA, 从 而 9'(M) = M, SETEBBM 7 — TERI, RATE — 28 X 
在 村 中 的 全 局 截 线 , 它 与 一 闭 区 问 为 微分 同 肚 ， 设 XA X WE 
SOS ODE X- (P,Q), WX =Q, P) 且 若 为 MM 的 边界 上 
的 一 点 时 , 则 设 XA TRUM ZAR EEE E - XD. 3E 
PO 是 XX! 的 始 于 的 正轨 线 , WARE v 与 时 的 边界 交手 一 点 
(5) 坟 六 0， 因 为 若 不 然 , 则 o C M, 所 以 依 命题 2. 1,0 QD 将 
是 X^ 的 一 条 周期 轨道 ,而 这 是 不 可 能 的 . 今 令 为 为 正 , 使 (可 
BUFPMRISUR E. EEP K Y(to) 各 位 于 励 的 不 同 周 期 轨道 上 。 
取 了 = {y 的 50<t<tj}， 则 励 的 经 过 了 中 的 点 的 轨道 的 并 是 个 闭 
环 域 ,其 边界 含 于 人 的 边界 之 中 ， 因 计 为 连通 , 可 知人 是 一 环 域 . 
定理 得 证 . E 
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$3. Poincaré 555 


ARR rh RH SS (Gn xs x) ER; xb taiti) 以 及 
S* EE TJA (0,0, 1) SET: = (00,2 xo) € R5, 71) Sr 
过 原点 (0,0,0) 及 zx 上 一 点 也 的 直线 , 则 ? SE S 于 pe 及 p- 两 点 ， 
前 者 位 于 上 半 开 球面 H, = { (Xis xayxa) E53;xs>0}， 后 者 位 于 下 
半 开 球面 H- = { (xp Xar x) € S* 20), 由 此 给 出 两 个 满 的 微 
DERE fa aH. E fa nH, BHF (0,20 Enr, EX 
达 式 为 

CES — (Xi Xa 
Fœ) = Gum, f.) EU (1) 


Hawaa, EXE ie 上 的 一 个 场 , MA 下 式 
TEH, UH- 上 的 一 个 诱导 场 I 
XQ = Df G0 XG0,À y ^ fo G2) € HL Ij, 
E 
XO) = Df. Xa), Á y ^ f. GO CH. Wi. 
为 了 研究 场 不 的 元 界 轨 线 的 渐 近 动 态 , 宜 于 将 六 扩张 至 赤道 SI = 
(05,2) ES25xs= 0], 从 而 得 到 球 面 3 上 的 一 个 场 。 在 赤道 
的 一 个 邻 域 内 研究 这 个 场 ， 即 可 得 到 所 要 的 信息 ， 此 法 看 来 是 可 
行 的 , 下 一 命题 告诉 我 们 对 一 多 项 式 场 应 如 何 做 。 
只 ?上 的 一 个 向 量 场 艺 = (P,Q) 称 之 为 多 项 式 场 ,若是 P,Q， 
及 ?~> 民 是 变量 x 及 ?的 多 项 式 , 天 的 次 数 即 数 max (P 的 次 数 ,Q 
的 次 数 )。 
3.1 SEL XER 上 一 个 4 次 多 项 式 场 ) 设 p，S*->R 
是 函数 p(y yo y) 733, X X R ETE XU S-S 上 的 诱 
S3 RpoX 可 在 S? 上 扩张 成 为 解析 场 ， 且 此 场 以 赤道 为 不 变 
集 . 
在 证 明 此 命题 之 前 , 先 选择 S* 上 的 一 个 适当 的 坐标 系 ， 并 计 


算计 在 此 坐标 下 的 表达 式 ， 
40. USR Epa ->R% ,i=1,2,3, 其 中 
(Uim UO o y) ES y1>0}, 


Vi Urso 99 €$*, 5.0), 
Eo EAZA Vy€U, Lib 1,2,3} <k i+ jsh, 
， 


《2 


[AO 7 ZO X Vy Fui in L23 IO eh, 
) 


4 »€H,nU, Wi y2f.oOR 
PEE? PERS 
Xt i 2 
Gif (2) = HEA aq 
t PERI PEE 
Xo» 2i 
注意 
-%2 d 
: 
Déefocs| 1 "| 
-4 og 
x 
NOS 


Dé; G0 X G0 = Didi f) (x) X 92 
Ee- nP ra, - PoD. 
1 


RRE X X€ UD EL, 中 的 表达 式 . 为 了 便于 分 析 , RAN Mz ze 
的 函数 ， 用 ( 8 ) 我 们 得 到 表达 式 


a(-ar(Ł 2) (22) -arda 内 


另 一 方面 


1 EH 
AQ! AGOt I? 


RTA £i o X TEASER Gus zs) 下 的 表达 式 
xd sre) e (2 -ara 0 


-38 。 


edo = 


PARIE 当 y €U.n HL 时 ,我 们 将 得 到 同一 表达 式 (5)， 可 见 
RA U, 上 扩张 场 p 的 表达 式 . 
读者 易于 验证 ,o 生 在 U, 及 Us 上 的 表达 式 分 别 为 


ale (ai) aai) -aat e 


及 KOT Pen Qua, e), e 


此 外 , oX E Vi, V, & Vs ERJSGASVAMSUDS GO, (6) 及 《7)， 
GE CDT 

命题 5. 1 的 证 明 . 读 省 易于 看 出 ,上面 得 到 的 oX td s 
表达 式 相互 相 容 , 且 为 解析 的 ,从 而 确实 定义 了 S 上 的 一 个 解析 
5. 

MERRE S RFRAAR EN. Wy CS OU, Y» 
70, Bz, UA =0。 依 (5) 所 给 的 表达 式 , 场 的 第 二 分 量 在 》 处 为 

A 

F. AETR 场 的 第 二 分 量 在 SAV, 处 也 为 零 , 从 而 3 为 不 变 
的 ,命题 证 毕 . NN 

用 上 法 得 到 的 场 称 之 为 X 的 Poincaré 紧 化 场 , 记 为 F(X). 

场 O00 已 在 一 紧 流 形 上 定义 在 实践 时 ,应 取 它 在 域 灿 = 
H.US* 上 的 限制 ,其 时 边界 S 就 (X) 为 不 变 的 。 于 是 MM 在 济 
地 投射 下 成 为 一 个 闭 圆 盘 , 帮 知 对 POD 可 用 定理 3, 由 此 得 出 
王 面 的 结果 . 

定理 4， 设 XX，R’->R’ 为 一 多 项 式 场 , 且 满 足下 列 条 件 ; 

(OD XX 的 每 一 奇 点 为 双 曲 的 ， 

QU FOOR S 上 的 奇 点 均 为 双 曲 的 ; 

(3) FD 的 每 一 图 为 单 图 。 
则 XX 只 有 有 限 个 周期 解 . 

wg CO ERM=H US 上 满足 定理 3 的 所 有 条 
件 ， 因 1 不 为 一 环 域 , 故 9 OO 在 其 内 只 能 有 有 限 个 周期 轨道 。 
另 一 方面 , (加 的 周期 轨道 比 之 于 广 的 局 期 轨道 ,其 个 数 或 者 要 


mE 


S5, HUE SP GEF S 是 或 不 是 周期 解 ), 由 此 定理 得 证 . M 
注 、 满 足 定理 4 条 件 的 多 项 式 场 的 集合 仍 相当 大 ， 下 一 节 在 
讨论 此 情形 时 , 还 将 对 定义 予以 精确 化 ， 
我 们 再 作 一 些 计算 来 结束 这 一 节 ， 这 一 计算 旨 在 给 出 有 关 多 
项 式 已 及 @Q 的 条 件 , 以 便便 场 X = (P,Q ELASTHANE 
或 者 说 ,使 场 A CO 在 SI 上 只 有 双 曲 奇 点 ， 
记忆 (xz y) = Pyt PLoS) teet PLUS) ROGO, y) = Qa 
*Qi (x, 3) c Qu, 3), Xr PLE Q, 8E PR QS dx 
项 .读者 可 以 验证 , 当 且 仅 当 
F(z) 7Q.G, 2) -zP,(,2) =0 (8) 
时 , 表达 式 (5) 的 第 一 个 坐标 在 (zy 0) 处 为 零 . 这 世 说 明 , 当 且 仅 
X z EZA F9 =Q) -sP DURRAN, (2,0) € 
SN U URAP OONA. RUTMER, 当 且 仅 当 2 
Æ GG) = Pal 1) -5Q, G, D 的 实 零 点 时 , 即 有 
G) 2 Pal) -zQ OG, 0 50 (9) 
时 , (G O ESN (U,;UV 3-7 COR). 
RET CO dE S 上 的 青 点 成 对 出 现 , 且 关 于 原点 对 称 ， 因 
JC, HAF G2 50, WIE XQ, G6 y) — »P. (x, y) 0, B. GG) x0, 
设 (24,0) 是 (5) 的 奇 点 ， 则 场 在 该 点 的 Jacobi 阵 应 为 
1 (P 21) Qaz) -zPLa0,2) Y 
PATE 0 -Pia) ^ 
落 奇 点 位 于 Vi 内 ,为 得 出 Jacobi Be, 可 乘 (10) AAFO 71, 
3G, 0 4 COO PORE RS WU C 0) AES Jacobi 阵 应 为 
i (ee Orai on uml). 
PETER 0 ~ Q(z) 
HARE V LS. 则 矩阵 (11) RESRDL C7 71. 由 于 矩阵 (10) 及 (tl1)》 
均 为 三 角 型 的 , 故 其 特征 值 各 为 主 对 角 线 之 元 . 因此， 如 有 F (z1) 
5-0, HP, (1,2) 50 (LG (20 550, E Qu Ga D 5500, Wi] B EIOS 
URBS, 
如 果 在 S! 上 不 存在 奇 点 (此 情况 当 ” 为 奇数 时 有 可 能 出 现 )， 


mu 


a0 


(11) 


可 知 3S! 是 P(X) 的 局 期 轨道 ， 在 此 情况 下 ,周期 轨道 将 是 一 个 稳 
定 或 不 稳定 极限 环 ， 或 将 是 位 于 周期 轨道 填 满 的 环 域 的 内 部 。 事 
实 上 , S 不 可 能 是 个 半 稳 定 环 。 这 是 因为 S* 上 的 场 系 由 中 心 投 
射 诱导 , 且 因 此 好 -为 正 ， 另 一 方面 ,如 S 不 为 一 棋 立 局 期 轨道 ， 
则 它 必 舍 于 一 周期 轨道 的 带 域 中 , 这 从 Poincare 变换 的 解析 性 如 
"i. 


$4. d 有 人 性 


41 命题 ， 令 和 是 宽 , 中 满足 下 询 条 件 的 向 量 场 X 的 集合 : 

(OD 其 的 每 一 奇 点 均 为 双 曲 的 ; 

D F(X) 在 S: 上 的 每 一 奇 点 均 为 双 曲 的 . 

Wesz- E, 被 包含 于 E, 的 一 个 念 射 代数 超 曲 面 中 ， 更 精 
确 地 说 , E ETERA RRA, XR, 40 dic 
E ION 

为 证 明 这 个 命题 ,需要 下 面 定义 的 ,关于 两 个 多 项 式 的 结 式 概 : 
念 , 详 见 EW]. 

AGIT ET Asa rat ona E Bo bx" t 
bx e nt bu AIL AR am (09,01, a4) CR b= Cosbi. 
50 CR" 相对 应 ， 这 时 存在 一 个 具有 如 下 性 质 的 多 项 式 罗 ， 
R*"xR'U—R, FARBRAARE A p, WIE S (A,B) 
=0, 

事实 二 ,我 们 有 


Op" ta p" eg, 70 


及 

bap” t bp? eb, 50; 
XEUCR HU AA p", 9*7, n 1, RAAHE, p, eL 1, E 
f8I—  REJFDUTEHB, FUGERE, BoTT, omm, en, 
DARAB RISUS, CITAR, EH as tns aa 及 bos 
t bn SRA ERA AR BAA VIUA AD. LAN 


E 


boba 

注意 , F (0,0) =0, 

命题 4.1 之 证 明 . AEZ MEX = (P,Q), 令 A(P, Q 
AE X RS Jacobi 行列 式 给 出 的 多 项 式 , 即 A CP, Q) (x, y) = det (DX 
Gn y» E P, QRA CP, 8) 视 为 x 的 多 项 式 , 则 依 上 述 方法 定义 的 
TRAE (P, ACP, Qo R9 Q, AP, QREY E PSQ 的 系数 的 
多 项 式 ， 再 一 次 将 这 些 多 项 式 视 为 了 的 多 项 式 , 即 可 孝 虞 结 式 A 
= PRP, AC QD, Z(O, AC, QM). 从 而 4, X, 中 定义 
的 多 项 式 ,并 且 容 易 证 明 , 若 XER, 39998 p Gs, yo) CD 
det(DXGs, y 2 0, WYA X C970, 

再 令 oP, OQR DX Gc, y) RS ICE BI Ge, VETA, 则 
类 似 地 , REX EMR S. KaR, F= CEU oC, QD, 
S(Q,c(P,Q». TARD, ub X cO EOS SE 9 A 
LE XERO. TE EX K E a M AO MXE 
AO UA; O), 

现在 验证 六 的 定义 中 的 条 件 (2 ) ,用 第 三 节 的 记号 ,考虑 结 式 
B= FFs), PIOS), 4,7 A (GU), Qlss 1) KI, = 12 GIO, 
F’ (0) = 4 (GG ,G' (9) MEE (2 的 一 个 非 双 曲 奇 点 (3 
o0. nFL WAA ATUH, HA FGu/y0 -0, 
BUTS, MUAF Gy) =0, RP., y2/31)=0, 从 
WAX EFT ()U.4;7 (0, IEX ERO URPO, 

EREE, EBP = P, RR RRs, 则 如 XX 不 满足 命题 的 条 
PODRA), BAPO = 0, 


mu 


易于 验证 ,每 一 个 名 ,i -1,2,3,4,5, 1920 STERN SCALE 
42 5E. $C-X,-47(0, 


CX,x, X, 3) €CXx H, XR, 

BRAD, Hh. = (0,90, H, SUR S- SWERM x BUT 
POVRE R, 又 LOC, GO UR XE xx € HL, US 
连结 线 在 S* 上 的 长 度 ， 

BID REX H, a 的 一 个 正则 解析 于 流 形 . 

证 明 ， 任 给 六 中 一 个 三 元 组 (Kx 用， 取 天 在 * 处 的 法 线 眉 
L, Hy KiEVCT XM, A b GR pt 了) 被 显 式 地 定义 为 多 
(XX) 的 唯一 鞍点 ,使 Pa Y 9 p. OO 为 解析 的 ,其 中 p CO (或 (Be 
O0 = oco) EEA POO 的 过 x 轨 道 的 BIRO o 极限 ) 06 Bt 
点 ,如 图 23 所 示 ， 


A lg, (I Gig (Y) 
dd p。( 了 的 不 稳定 分 界线 
(或 稳定 分 界线 ) 与 工 的 第 
一 个 交点 ( 见 图 23) . 

` 函数 qka 在 各 自 
m 2 的 定义 域 中 ， 即 在 部 的 某 
邻 域 中 , 为 解析 的 , 这 可 以 通过 逐次 带 近 法 , 从 分 界线 (或 更 一 般 
地 ,不 变 流 形 ) 的 存在 唯一 性 证 明 推 出 来 ， 

BEES, 1. 4 引 理 3 的 一 个 公式 , IHR. E FY) a0) 
-q,(G», WI dF CX) 70, 

于 是 根据 陷 函 数 定理 可 知 ,存在 三 元 组 (X,， x, De n dg — 
SERV -V QO x V o) xV ,45V n D ERRETA (Y, z 
KYD RA, HH F(Y) 20,22 gy 0,0, (pr 表示 了 的 流 ) ， 
mY o EY (533 2 的 鞍点 连结 线 在 S' 上 的 长 度 . 

从 而 ,本 为 一 解析 子 流 形 ， 目 

48 考虑 商 空间 普 = 7 一， 其 中 关系 一 使 同一 轨 线 上 各 点 
视 为 间 一 . 


TIE 


下 自然 是 个 评析 流 形 ;事实 上 它 有 局 部 参 化 F711(0), 每 一 了 侯 
BIRRE H Y, p.20, Y, po 了 D) 的 一 个 类 ， 

r: TE, 为 投射 ,?m 了 一 完 是 诱导 商 集 的 映射 ; 则 起 是 
PEZ., 中 的 一 个 浸没 映射 (Immersion, Imersão). 一 般 说 来 此 
慢 没 未 必 为 一 双 射 ,但 7 的 像 是 所 有 这 样 的 场 区 的 集合 ,使 (XY》 
的 某 一 藤 点 送 结 线 含 于 S! -S! 之 内 . 

4.4 Poincaré 的 有 限 性 定理 . 根据 4.3, e, - m (I0 U 73 
ORE, 中 可 数 个 解析 超 曲 面 的 并 ， 特 别 地 , e, 在 完 ,中 的 Le- 
besgue 测度 为 零 , 从 而 内 域 为 空 、 

由 此 我 们 断言 ,对 每 一 羡 E9, En- En FON 没有 图 , B 
依 定理 4， 至 多 只 有 有 限 个 周期 轨道 . 这 就 是 我 们 所 得 到 的 Poi- 
ncaré 有 限 性 定理 的 一 个 变形 . 


$5。 周期 轨道 有 限 性 的 代数 特征 


我 们 现在 讨论 如 下 问题， 是 否 存 在 一 个 多 项 式 隙 数 P. X. 
E, P. 550, f P, CX) £0 葡 含 二 只 具有 有 限 个 周期 轨道 . 

对 于 *= 1 的 情形 , 即 对 于 线性 系统 ,已 知 此 问题 之 解 为 ， 已 
CX) = divX(0), 

从 以 下 一 般 性 的 讨论 , 可 给 出 一 些 肯定 的 结论 . 

与 每 一 场 X€35,-3571(0)(4.D HX, US, 是 一 函数 , 定 
义 为 所 有 如 下 形式 的 项 的 乘积 

BGy 7s Pò = [Tid - TIM» 
ti 


t1 
其 中 p, POO ARERR RALA 是 DF (X) Po 
TE if & RRIDO KRADE. 
BRS, 是 洁 。 一 罗 (0) 上 的 解析 函数 。 这样 ， 先 消去 含 于 
和 w te 表达 式 中 的 二 次 福 , 如 此 , 表达 式 将 逐次 增高 两 次 ! 再 反复 应 
用 结 式 消去 各 个 pu 可 知 必 有 S7 (0 C Q7 O, ER Q, E S0. rn 
的 多 项 式 . 


ed 


由 条 件 QUO 2 0i Xir9 8 —HÉEDSo SEL REA, X 

即 仅 具有 有 有 限 个 周期 轨道 ， 于 是 多 项 式 

P5 4Q, 
即 为 所 论 问题 之 解 , 只 消 Q. 关 0， 用 另 一 种 说 法 ,这 便 是 局 期 轨道 
有 限 性 的 通 有 情形 (8 4). 

其 次 ,由 于 场 儿 (X) 在 S 上 为 对 称 的 , 故 当 n 为 偶数 时 , 必 有 
Q@. 二 0， 这 是 因为 鞍点 在 S! 上 对 称 地 出 现 , KERZ PUR nm Pa) 
XF. 

当 #= 21 时 ,目下 还 难于 猜测 是 否 存在 一 个 Pao. 

与 及 .Paterlini 讨论 获悉 , 当 ?” 为 奇数 时 ， 可 有 Q, 350, 但 需 
依赖 于 大 最 运算 . 
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第 三 章 结构 稳定 性 


本 章 将 致力 于 研究 平面 紧 致 域 ( 具 有 光滑 边界 ) 上 的 结构 稳定 
系统 。 

我 们 将 集中 讨论 三 个 基本 结果; 

(1 ) 关 于 结构 稳定 系统 的 开 稠 性 定理 ; ag 

( 2 ) 关 于 结构 稳定 系统 的 特征 化 定理 

《8 ) 关 于 结构 稳定 定义 的 广泛 性 定理 . ( 即 一 个 系统 关于 任意 
拓扑 等 价 关系 为 结构 稳定 (网 定 义 1.1) 的 充 要 条 件 ， sexri 
于 重 等 映射 的 拓扑 等 价 关 系 为 结构 殖 定 ( 山 定 义 1.2). 
其 证 明 将 于 第 二 节 给 出 ， AMARAN TRALEE IT 
较 详 细 地 给 出 拓扑 等 价 的 作法 外 ， 其 它 技巧 上 的 细节 可 参考 本 章 
末 所 引 的 文献 . 


Tu 


$1. 主要 定理 的 陈述 


& MÀ REGERE M 具有 光滑 边界 92M, 这 相当 于 
说 ,存在 一 个 C" 类 实 函数 fi. RR (E 
M={(x, 5 fix 20), 
且 对 使 o =0 的 点 p， 


df,» 9L (ydus 9 (payaso, 
Ox oy 


因此 ， oM-2(G y^ f=0}, 
B IntM- (605 WD /70). 

SAK =M), rzi, IM EC'2ERFSREOS X- (P, 
HRE. MPRE R^ LC 类 函数 EM 上 的 限 制 . 今 设 在 L 


ear 


5 


n 


HER CR, 其 定义 为 
III, 7 supll (f 9 DXA +e *1D'XG, 


其 中 D'X,düfE XE P SERIS8 i 阶 导数 ,|D'Xs 记 作 R 映 人 R 
的 i 重 对 称 线性 函数 的 模 . 
1.1 定义 ， 称 系统 


dx 
p = px, 
dy. 

di Z= Qly) 


RARA X= (P,Q) CX" 在 M 上 为 *C" 结构 稳定 "， 如 果 存 在 
820,3: lY — XI, «ous Y = (PO € Xs 存在 一 个 同 
BE h=hn M>M, tE REY 的 , 即 


HEE TM rh EO ELER S REAR X K, ROC LORRI, 
1.2 定义 .在 定义 1.1 中 , 进一步 设 对 每 一 :>0 有 数 6= 
à(Q), 使 同年 ho hz ESMBOTE SERUUM Ty 为 相近 , 即 
Ih - Ld s suplh GO -a «e, 


则 称 (1) 为 *C" -efi 结构 稳定 ”. 

M.C. Peixoto YETT FEDES 8, 它 证 明了 定义 1.1 
与 定义 1.2 的 等 价 性 . 

1.5 注 . 

a) 在 定义 中 进一步 设 t 为 拓扑 共 簿 (第 一 章 8 4), 将 是 个 过 分 
的 要 求 .因为 这 时 应 是 局 期 轨道 的 保 局 期 变换 特别 地 , 对 于 面 
REOM 上 达到 极 信 的 轨 线 也 应 如 此 ， 显然 , 这 样 的 附加 条 件 已 
经 超出 了 结构 稳定 的 范 

b 同样 , 要求 为 王 分 园 肛 , 也 不 是 十 分 明智 的 散 法 ; 取 结构 


sg. 


TREH X= Cr x, y) XII, 则 不 可 能 在 场 
Xs-(-x,- Qty RX = (7xt2y, 7 y-ax) 

5X ZEB Y 30 UE. 

WIPRASUHEE SOS ARERHRLREIUGERS Poincaré 变换 的 可 微 
阶 ( 第 一 章 5.1). 

e) 借用 (第 一 章 3) 的 术语 , 我 们 称 定义 (1.1) 及 (1.2) 中 的 
hr 是 YIM 及 XiM 之 间 的 拓扑 等 价 .根据 其 性 质 ,此 术语 又 可 用 于 重 
述 定 义 (1 DEA.) MAR hr Æ YIA, M E XA, M) ZRT 
HIME HHA, UD i= 2,20 M ZAR, EA OD =M. 本 
章 所 证 明 的 每 一 定理 ,在 对 (1.1) 及 (1.2) 作 这 种 修正 时 , 仍 有 效 . 

为 了 陈述 本 章 的 主要 定理 , 我 们 在 多 ' ng XC I SCIRE 
TE. 

1.4 EX. 

ZG),£21,2,8,4, E FIARE X CX" OD ZR 

ZO)——XI4—24 4 P 

2) 艾 为 双 曲 的 , 即 DX, 的 特征 值 具 非 零 实 部 ， 

b) HEF IntM = (£50) 内 . 

3(2) 一 一 釜 的 每 一 局 期 轨 ? 

2) 均 为 双 曲 的 ,用 Poincaré Bii (6 — 8t 5. 3) TRIS, Bi] 


z'(0) exp | div. X *1; 
了 


b) 均 含 子 IntM 之 内 . 
EGO HEA PEM AATE iS Vii ed,» Sr 


2M, MRE 8g Or P ua gy 2M RRAN A B 


DFD Pg p opis Duo 
òt ar . 
3 (4) 一 一 sa) 不 存在 鞍点 连结 线 ! 即 瑟 不 存在 以 鞍点 为 < 极限 
集 及 极限 集 的 轨 线 ; 
b) 不 存在 无 的 这 种 轨 线 , 它 以 鞍点 为 其 x 或 上 根 限 集 ， 且 切 


aA. 


TOM, 
O) NET XIBDREORREUR, BERART M. 
1.5 i. 
D 撤 物 切 点 条 件 也 可 等 价 地 表 为 Xf On =X CÓ D UD 


90, Sh xs- peo oy 了 关于 方向 站 = (P,Q) 的 导数 . 


b) 上 述 条 件 不 依赖 于 用 来 定义 MHES 事实 上 , 若 子 
为 另 一 个 C 类 函数 ,使 用 = {了 >0} 以 及 9M = {了 =0}, 且 对 每 一 
DEOM, d], +0. 于 是 存在 一 个 C 类 函数 a, 使 得 在 9M 中 于 = 
af, H a+, BUS fopi p) = (aep) (5 D fog D. 

ik Taylor 公式 ,给 出 ' 

Jepit p) = (aapt, p) Lao tvag^ cOQ) 1- ata 
005, ME 

2,7a()*a;, HZ a 7a =0, lla; =a(p) 0. 


9 g Tee (A 5o, MAAA, ARR e 


甚 小 , 则 雪线 pU, p) 当 oce 时 将 保持 于 IntM 之 中 ， 著 
op o Do, 则 切 点 称 为 外 切 点 ,在 这 种 请 况 下 ,对 上 述 其 小 


bhes 雪线 位 于 可 之 外 .在 图 24 中 ， 
(fop) 的 =at+ q+ OGY 
1) 9,270, 雪线 向 内 3 
2) a0, 雪线 向 外 ， 
3) a4 20,270, DR, 
4) a 265a, 0, 2A. 
中 显然， 抛物 切 点 是 孤立 
Hj, ELS 0M 的 两 种 弧 眉 分 隔 ; 在 
PIRE X 指向 对 之 内 , 另 一 
BRXIBREOCHEIÉGSMZSAM. sinn 
mon THE—UA PRSE X fons 


[e 50 «^ 


0, B. X*f (p RRR X -fmoM 
的 切 方 向 , BEER LX (9 
数 ， 

e) 注意 , 当 且 仅 当 图 25 所 示 
的 各 种 情况 不 出 现时 , X €z (0 e 
图 25 的 各 情况 如 下 ， a) 鞍点 连结 
Bean RARAY, b) VU OM E Eom 
的 较 点 分 界线 1 在 3M 上 有 有 两 个 切 点 的 轨道 . 

15 主要 定 青 前 陈述 . 

定理 1. 由 


x n Xo 
定义 的 集合 Z' « Z' QD E X" HOT ENS r1, 
定理 2 . &— XCI Bp C-e S 定 ( 见 定义 1 2. 
XR. &— X€X"r21nBpos X extat, x 20 C Hà 
Ye Cg 3, 1.1), 


$2, 主要 定理 的 证 明 


我 们 将 定理 1 的 证 明 分 成 两 个 命题 


i 
2.1 命题 ,集合 IM = (1 X Oe" Oy p XR r2. 


fei 


WEB]. 设 名, ps b. 为 蕊 的 吸 型 或 尺 型 奇 点 ! yy Ye nm OB 
AXIS REBEL, ss, ns, 29 X BELA, X lo qund, REX EOM E 
BDA. 

选取 X 在 BM) rg 1-49 Ee a "ABIRE (0,36 
H a= Pov, sq, ER 

2) VEV G9 分 别 为 回 盘 和 回环 , XGREXEE— YE jt 


ass 


边界 光滑 且 为 了 所 匀 断 , 每 一 了 E83 在 (pw) EVO) 中 分 别 有 
唯一 奇 点 PP7) 及 唯一 周期 雪 y, Q0, 5 p, 及 vols] 2828, 80 
它们 为 双 曲 * 且 各 与 如 及 入 HARARE, 

b VGO AHR, 且 对 每 一 了 YE#8 zz V (s) hA n — Wo 
5, (2, Y 色 断 地 交 于 0V (s), EUG PU BW AMAA, xb V Gy) 的 
每 一 轨道 都 匀 断 地 交 于 oM UOV (b) UIV GO, 除去 四 个 能 点 分 
界线 SC i= 1 2, 3,4; 其 余 的 各 趋 于 两 个 端点 、《 见 图 26，》 


mi 


I 


mo: 

o V (G2 jd. &—Y €34k V (1) 中 有 唯一 抛物 切 点 
9.(7)， 落 于 0M E, 且 与 9, 有 同一 类 型 ; 即 对 于 X, 它 与 4, 有 相 
let] JUR POE 

ERDRE, Y XV (2 Hg ERU ^3 C HUS COM 一 
{q.}] U9V (po U3V (ys) AR, E.G EUER SUA 

EINDE, Y i1X£ V Q) N (M - {qo)) 的 每 一 轨 线 必 勾 断 
3.5 0M 交 于 它们 的 两 个 端点 , 作为 9, 领域 的 点 , 见 图 27. 


gn 


LE 24 


(d 4 M' J& AB V (po, V (y V Gs) 的 并 在 好 中 的 余人 
M' X, RY iig — VR SUEBTUNISPIRSZT M's 匀 断 地 交 于 
òM 而 趋 于 自身 的 两 个 端点 . 

条 件 2) 一 由 的 每 一 个 所 表示 的 重要 性 质 在 向 重 场 的 微小 扰 
动 之 下 , 均 能 保持 不 变 ， 

例如 ,我 们 来 证 明 a) 及 b), 

PDA BOO 连续 依赖 于 了 ， 其 存在 唯一 性 在 0ER: 的 邻 域 
中 给 出 了 Y. M-oB*8g—4 EGRÉR, 改 p,(Y) 2Y-71 (0, Y 
了 的 局 部 逆 ， 为 得 出 此 结论, 可 对 下 (Y, D -Y 00-0, REB 
Banach 空间 的 隐 范 数 定理 ， 因 D.F OX, p) XTR, 故 V (bo 
的 匀 断 性 可 从 XOR 7X 的 青 点 各 的 渐 近 稳定 性 推出 因为 此 
WrdEJIanyzo» 函数 8? 74 

此 务 数 的 等 倾 面 之 一 为 9V(p,) 。 对 于 局 期 轨 的 情况 , 可 选择 
一 个 邻 域 六 (y0 ,其 边界 由 两 条 局 期 轨 y; (0 构成 ,它们 近 于 yss 是 
将 万 的 方向 旋转 角 0, (0, 为 甚 小 , 且 异 于 零 ) 而 得 到 的 场 RX 38g 
周期 轨 ， 此 种 曲线 Y,( 土 扣 ) 的 存在 性 应 是 Poincaré-Bendixson 
定理 的 推论 ta.?…2e0 _ 

v. OO 的 唯一 性 可 以 从 Y 的 ( 取 一 匀 断 于 沪 的 截 线段 得 到 的 ) 
Poincaré 映射 ay 的 C" 阶 的 连续 性 推出 、 这 从 m, 原始 定义 (第 
一 章 85): rr (u) = Ér opr (T, u) 得 出 , 其 中 gy 为 了 的 流 , 5r RIK 
fksUESBDEXCB—X3.0,T 表示 3 RAH. W Er R pr 
QC, CT 阶 依赖 于 六 .因为 前 者 系 对 流 pr ( ，) 运 用 到 函数 定 
再 而 给 出 定义 , 而 此 定理 也 具有 C 阶 连 续 性 , 只 要 分 析 一 下 存 存 
性 定理 的 原始 证 明 即 可 推 知 "2?42， 对 于 第 一 章 定理 (1.1) 之 
前 讨论 中 所 定义 的 流 pt, 声 了 ), 应 用 用 函数 定理 也 可 得 出 这 个 
结果 ,因为 zy 可 依 G0 = p (T FEY) ,4 了) EX, HH tu 
Y) EIk gto(T t, Y),u,Y)) =0 隐 式 定义 , X (970) - LX 
匀 断 截面 . 
b, 依 条 件 a) 一 d) HEX" OM) 中 具有 一 个 整个 含 于 3 OD 
中 的 邻 域 ,，2.1 证 毕 . 目 


l 


n" 53 。 


2.2 定理 2 的 同 胚 的 作法 . 

WV GO s VO V 0s VY) 是 命题 ?2,1 证明 中 所 
定义 的 集 , 分 别 对 应 于 义 的 奇 点 和 周期 轨道 的 邻 域 . 

鞍点 s, (Y) 的 稳定 分 界线 和 q,00 COM 的 内 切 轨 道 在 
V (G2 ,V Gp) 的 边界 上 确定 一 个 开 弧 段 ， 其 每 一 端点 是 所 说 轨 线 
害 边 界 时 所 得 到 的 点 。 这 时 ,在 六 指向 内 域 的 连通 分 支 上 ,也 可 
EXAME, HERRERA s, QD 的 稳定 分 界线 以 及 Ga( 了 ) 
的 内 切 轨道 与 9M 多 断 相 交 的 点 ,以 及 ,最 后 ,内 切 与 外 切 点 gs 了) 
本 身 ， 

Y HO PR E C IEEE op EE pou 
ar (9, EN or 上 , 勾 断 地 切割 边界 0M, 


alt 一 人 


图 28 
这 些 所 谓 ar 的 端点 将 随 Y 而 连续 改变 ;从 而 有 可 能 作出 这 
BA X 相应 的 端点 之 间 的 一 一 对 应 , 以便 将 这 个 对 应 扩张 到 
MAAR., (WE. AAR (YY 记 这 个 扩张 , 它 在 


əmu] Ù »o»]v[Ü AN 


LEX, HUM ar RRM ar. 今 设 如 = Id, ZY 在 or 以 及 eT 
= aco 之 间 的 与 这 些 弧 的 内 点 色 断 相交 的 罗 线 所 成 的 域 , 称 之 为 
正则 域 ,这 个 域 是 拓扑 积 ar x [0, 1] 的 微分 同 胚 像 ， 

我 们 证 明 , 正则 域 仅 有 图 28 所 列 出 的 八 种 , XHg— Y Eh 有 


gae 


"UTE EHE Y BRI X ENR IRR 58 RZ SX FE T DUE cn 
Dons ^90 UAR 2 IHE 3.— ^ Ia RE hro 于 是 。 先 对 每 一 正则 域 的 
闭 包 扩张 Bs TEE V (D) RV Qj) ARII hs. 


现 就 图 28 的 域 .1, 2, 3 的 情形 指出 上 述 扩 张 的 作法 。 


A du 


图 3 
(1) FEY HE u 的 雪线 Ar G0 EEI B BEC 2 Au 

BOLT, Heh u^ FRE Ar G0 与 曲线 a 的 交点; hr ( 定义 为 X 
BIAR 4 (u^) = Ar (hee U) ERREI 点 ， BIG Ca^ 四 
RO BEI (Uhr GD] 5 4 h U) 的 弧 的 长 度 的 比 等 fa] 
54, G) 的 长 度 的 比 ; 即 有 

PP eG | 

Ca A t 

140) | Ax l 


根据 上 述 作法 ,我们 就 说 , 弧 Ar Q0. RIE RRI Ar U) 。 


. 66 。 


(2) 对 此 情形 , PULHO HEY HRANA RRIRIK 
成 式 相 应 的 能 点 分 界 域 去 . DETRAS UBER mr 作为 能 点 5 及 
SEVERAL. m, CO MAr (v) 上 分 比 为 k(o) 的 点 ,其 中 4 是 个 连 


EL atia TES OD S OPI + 入 (YY, 在 别处 等 于 
IS; 00/ISS OD «152001 ORE 2D, F ES hr BO a mr CO BUR 
my) MAE Hop v/ hr. REY o Bg, EQ ms (四 这 
JH SE— AU, REER X33 的 ARRE m C X07 
BIME. SEJRIHIUJE, RECS ) 及 (4) 可 按 情形 (2) 同 法 处 理 , 因为 
(3) 是 情形 (2) 令 及 忆 合 并 成 单一 鞭 点 时 的 极 跟 情形 . 如 图 
29-2' 所 示 ， 而 情形 (4) 中 的 内 切 点 则 可 作为 一 或 点 来 处 理 . 

测 下 来 要 做 的 ,是 在 区 域 了 (po) I V O) 内 部 扩张 如 ,与 前 
一 情形 中 骤 长 比 的 方法 不 同 , 现 用 轨道 关于 时 闻 的 自然 参数 化 , 见 
图 32a - 


对 后 一 种 情形 , 则 更 增添 了 复杂 性 . 
Vt Le LE XII EUR, RR a Reb TE V Q2 中 而 交 ? 
于 唯一 点 Os Orz ÓHZYBZCTXH.U Lr Æ hrt( obs b) 


eTe 


SERE, e y (Y) 于 唯一 点 0 = Or, EV (0 中 扩张 er， KI 
长 比 6,0, 6,0, y QD nas yt 由 于 了 的 过 xcoF (9 h 
SUB Aa Y) 交 Lr 于 一 个 点 列 Ak (F), At OD ens 故 可 将 每 
Pn Lon 

一 弧 At, Y) AD IOCIS BEBE LAS OD A71 00, 17 0, 1, 2, 
e, 其 中 ut (Y) =x AE x'-hpoo. 32b. 

ARRELET Y BSSLARSER] X 的 轨 线 段 的 对 应 hy: M> 
M. BRIA 各 是 一 个 同 肘 。 当 了-> 久 时 ,hr>1d， 详 细 情 形 
见 [P-P]，2.2 得 证 , E 

构造 拓扑 等 价 的 其 它 方法 , 见 LP-M]. 

定理 1 的 稠密 性 , 则 可 由 下 述 命题 推出 . 

2.8 命题 . BMA R 的 连通 紧 域 ,具有 CT 类 光滑 边 界 , 设 
XE! 中 的 C 类 向 量 场 . 

风 依 (1.3) 定 义 的 集合 

CX) {VAERS RX to EE QD 
TEE? 中 具有 Lebesgue SE UE (ibo (G1, v) ERI 3621 OD 


=N žo. 
LEO] 
证 明 . 设 关 (ZX) 是 XM 的 临界 值 之 案 , MARHE v 的 集 
A EERE XO =v PEM, DX, 不 为 满 射 ( 即 DX 的 行 
AREP AAP. W Sard 定理 '*"*" 可知 集 及 (XO) 具 有 Lebes~ 
gue FWE, EN X OM) 为 一 零 测度 集 的 像 , 故 
COD =K) UX OM) 
在 R 中 亦 是 零 测度 .对 于 使 -ECN ER, Atv 
oM 上 无 奇 点 , 且 在 M 中 的 每 一 奇 点 均 为 简单 的 (A 关 0) . 
AEIR, -v& CCD Hrs 
E(X v ={0ER; ROCHE) EE (QD) [Qi 
de 中 具 零 测度 . 
只 要 注意 对 每 一 9ER, 当 ”使 vC COD 时 ,有 RE OC v) 
«XO UD, BIT 48 出 证 BH, 事实 上 , 依 Fabini E M. 对 于 


(B8 


D UO 这 个 闭 集 (从 而 也 是 R 中 的 可 测 集 ), 有 
fp xen 0 dvdg = JA oe or aae =0, 


其 中 X00 表示 4 的 特征 函数 ， 我们 现在 证 明 ， 对 -v& COD 
由 多 to) {0ER RAUS D&2 0) 定义 的 每 一 Yi 
v),/71,2,8,4, 是 R 中 的 零 测度 集 。 于 是 有 关 〈*) 的 结论 即 可 


及 多 0G 0 = U X050 $1. 


D FX v) TER! PERME. 

XM R Xto id EERIS A p, BIDS A>0, 故 知 
0 (0) = traceLDR, (X + v) (3. 
BO o^ (0) 50,240 (a) = 0 时， 此 可 由 表达 式 
o’ (à) = - sina(P,(D -Q,(p)) + cosa(P. (p) +Q, (p) 

推出 ,可 见 o 的 零点 必 为 孤立 点 。 由 此 用 流转 向 量 场 理论 即 可 证 
明 o (0) 在 每 一 形 如 (a.a € x1 的 区 闻 中 , 有 唯一 零点 ，5 的 每 一 
零点 对 应 于 一 个 非 双 曲 焦 点 . 
由 -vC TEBEL. v) = (a, o (a) =0} RERNE. 

2) FIX 0 ER 中 有 等 测度 . 
此 集 是 下 列 集 合 的 并 . 

A) E Ro QC vo) 至 少 有 一 个 含 于 Int M 中 的 非 双 曲 周 期 轨 
的 86 值 之 集 ; 以 及 

B) Si Re. OC o 的 每 一 周期 轨 均 与 3M TRUE 0 BZR, 

先 证 明 , 集合 

S$S,={(x,0) €EMXR, ReX +o) Jet x IJ AES, } 是 个 

C 类 正则 曲线 . 
RR E IiE (xos 6) € Su BE IT 0,0) 是 Rs 中 的 场 (Rs CX 
*),0) 的 过 Go» 0) 的 周期 轨道 在 勾 断 截 线 Qo L* (07 6,0, + 
2) 上 所 取 的 Poincare 映射 .这 时 有 了 (ws = Gr 050 0), 其 中 
z(u,0 ELERI R, OCA v) 的 Poincaré 变换 . 


m 


«88 e 


可 以 证 明 ( 参 看 第 四 章 3.1.2 的 引 理 1 注 2) 


E "E = ezp[ 一 人 divx ] X didt» 0. 


从 而 S, Q = (n (u,0) = 地 局 部 地 为 一 函数 0= p 之 图 ， 
由 此 得 以 证 明 , 若 (ab) COM X ROS, N S, AAI OM XR 
SIE: DA 18, 25 6 - p(u) 是 S, HORS RR JUI 


REA 
00 ðu ðu 


从 而 当 且 仅 当 PE H, e -0, 也 就 是 说 , Re(X + 中 的 过 点 


à 


u0 = pGD) BS JR GER SU, 从 而 S, fS ERES w 
部 地 ) 是 个 做 9= pi). EXA C! 类 汞 数 ,运用 Sard 定理 即 可 证 
Vi, 4 是 S, Qo X Int M) HEEZE, mAT S, 与 3MxR 勾 
Wn 是 个 离散 点 集 、 

3) FKV ER HARMER. 

考虑 集合 

T,-((,0 COM x [o a, LR QC D - fp - 0) 

CFRUGCUEHd T, 是 一 条 C 类 正则 曲线 , 它 在 9 dh 上 投射 的 俐 
界 值 0。 对 应 于 使 Ro( 革 + v) dE 9M. 二 有 有 一 非 挑 物 型 切 点 的 点 . 

只 须 就 Ct 场 在 3M 上 没有 奇 点 的 情形 处 理由 可 . 9 pCoM, 
BEY (D) Y: oM S12, BL Y -f (5) =0. 


于 是 ,有 ice. (Qa Yt fU) ,其 中 了 是 了 的 正 


ZED. WO Y^ (p) 是 0M 的 法 线 , 从 而 (Y D (p) A0, 此 因 df, 
* 0 H OC) U» 20. FEX -HHERUE Y = ROCCO RIA 0M. 
上 一 或 多 个 函数 的 图 的 参 化 事实 , 即 知 T, 是 Ct 类 正则 曲线 ， 

TREL, I RX +0) EIM EHDA pos 当 且 仅 当 它 不 为 
PAM, M CR. (X +o) PF OD 70 RH V (0) =0。， 这 可 从 
(Ra (Xto) * D (p) =0 定义 的 隐 函 数 9=(p) 的 导数 表达 式 推 


n 


出 ， 依 Sard 定理 , YX, o) REZNE. 

DEX v) ERPE FMWE. 

410v = 4UBUC， 其 中 每 一 集合 分 别 对 应 于 使 
ROCCO 不 满足 定义 (3.1) 的 条 件 0,0,0 的 9 值 . 

只 销 证 明 每 一 这 样 的 集 具 零 测 度 即 可 ， 

实际 上 , A 是 有 限 个 离散 集 的 并 ， 

HUPXPR, UC 0) 的 每 一 对 鞍点 Ps g ED Ra X +o) 的 9 
的 稳定 分 界线 与 p 的 不 稳定 分 界线 重合 得 到 的 鞍点 连结 线 75o(9,)。 
DRA PEV () 时 ,在 0, RIR V O 内 方 可 出 现 ,但 当 0+0, 时 ， 
R(X +o) 中 情 的 稳定 分 界线 与 4 的 不 稳定 分 界线 则 再 不 相遇 ， 
图 33 EH 00, 的 情形 . 

于 是 结论 即 可 从 鞍点 个 数 有 限 。 且 每 一 鞠 点 仅 有 四 条 分 界 
线 之 事实 推 知 ， 


Y 
集合 C 是 一 个 零 测度 集 与 | 2 
有 限 个 离散 集 之 并 ， 一 f NELLE 
EIE IE p dd 7 
T, JIENA REV) ALS 0 之 Hos 
集 , 见 3). 
对 每 一 个 0 使 Ra (X +o) 在 9 上 有 二 个 抛物 切 点 Pst 
且 以 思 g 为 端点 的 轨道 
"US vo Ag ARV 
L4DLLCLMÁ— —, (09. ER a o 


-Me WA beg HPB EC 
BS LER Ty E SS 00, E 

图 34 不 再 相遇 , 见 较 34. 
情形 8 可 综合 情形 4 及 C 淮 出 ， 由 此 完成 命题 2.3 EN. 
2.4 推论 ， 设 先 。 是 次 数 < 的 多 项 式 向 量 场 之 空间 , 取 其 
系数 的 Tarski 拓扑 (第 二 章 ). 则 党 .站 1'(MWD) 在 党 , HARAR. 
证 明 . 开 集 性 质 可 从 包含 映射 ECE M) 的 连续 性 导出 


le 


油 密 性 从 (2.3) 可 知 . I 

EXP VEA 

2.5 Hi. 4 X" OD) 是 解析 场 的 空间 , 取 完 (2M) 中 的 诱 
SHRTES JU EM ZH OM) E R ARA. 

依 定 理 可 知 , NE X € Z', 若 它 为 一 e 结构 稳定 , 则 亦 为 
结构 稳定 .( 见 定义 1.1。) 

定理 3 的 证 明 由 下 列 命题 推出 ， 

2.6 命题 BXA C' 结构 稳定 ,fr 之 1, OEX (L1) UJ 


xex f zo. 
à 

ER. DORBEBGEREUTUEES X ESAT X 的 场 Xo ER 
有 性 质 

2) 有 有 限 个 拓扑 等 价 于 鞍点 或 结 点 的 奇 点 Do nns Pre 

b) 有 有 限 个 吸 型 或 床 型 周期 轨道 vo o vo 分别 拓 扑 等 价 于 
双 曲 周期 轨道 , 旦 各 含 于 IntM 中 . 

o 有 有 限 多 个 内 切 点 如 ,bs ets bms KIMIA Cir Cos tts. 

d 没有 鞍点 连结 线 , 没有 与 9M 相 切 的 蒂 点 分 界线 , 也 没有 
与 9M 二 重 相 切 的 轨道 . 

我 们 证 明 X 的 每 一 奇 点 均 为 双 曲 的 ， 设 对 某 一 个 奇 点 (不 妨 
取 为 (0,0)), 其 局 部 化 不 为 双 曲 的 ， 考 同 沈 动 Quo Aa) 6085 Xa) s 
中 心 为 一 C” 类 函数 ,在 (0,0) 的 小 邻 域 之 外 为 零 , 在 (0,0) 处 
等 于 1. 则 扰动 场 和 = 着 +pe(xiyxs) 在 (0.0) 处 的 Jacobi 阵 是 

(7000 +e X140,0 ) 
X,,0,0 Xana +e 

其 特征 值 为 4+ eute fih AB u JAIUERBB. RAO, 
0)39 X HRE REHA e, TE X, 为 斥 型 或 吸 型 的 , 见 图 34. 
XM POVAHE AR S 则 到 适当 的 es 可 得 天 ,的 
一 个 骇 点 或 尺 ( 吸 ) 型 奇 点 。 


RER BOCISRSNE REGES AEG, X. 应 与 六 一 样 有 同样 个 
数 的 观点 , 斥 型 或 吸 型 奇 点 ， 但 可 取 的 支 集 其 小, 使 天, S XC 
其 它 奇 点 类 型 相向, 但 (0,0) 则 改变 了 类 型 ， 由 此 得 出 矛盾 . 


- pur o a 


| 
| 
cz Wm exo 220, PW 


A Es 


m 35 
任 取 下 的 局 期 轨道 7, 现 证 它 为 双 曲 的 ， 对 此 CT 25189 v E 
EC RRR F: RR, E FO) =0, 且 DFp 尖 0, 对 每 一 了 EP。 
EI PCI 
X, 2XtugeFVF, 
其 中 4 为 一 C” 类 函数 , 在 y 的 一 邻 域 之 外 为 零 , Te v ESSE, 
bul 


div X|»  divX|, +4 F1». 
Pr f divX « 0, Hy 26 XS BERI GS Eu, 则 取 60 
(<0), 
f aix, =e f va>oco, 


从 而 ?为 X, RRR REA. ZEE, 可 使 
RERI X, 与 四 有 个 数 与 类 型 询 相同 的 轨道 ， 这 就 与 下 为 结 


构 稳定 场 的 假设 矛 丑 , 故 必 有 avxzo. 


EXEM L4 poetas, 

假设 p EOM EMERI AA. 

不 妨 取 p= (0,0, X 0M ERRI Y X $8. 则 在 (0,0) xb, 
就 = 站 >0, xi X= (P,O, POO 708 Q00 -0. 
àx oy 

令 


-63o 


—— 
X.-X eux QD. 
其 中 心 为 一 C” 函数 ,在 (0, 0) 的 甚 小 邻 域 = 外 为 零 , 在 (0,0) 处 为 
1. 
直接 计算 可 知 


Xe (0,0 -ePo oS o0 . 


选 s 的 符号 可 使 (0, 0) 成 为 X, 的 外 切 或 肉 切 点 . 

著 (0,0) 为 X IARE, 则 必 有 Xf 0,0 >00 FEART 
AX 的 内 切 点 ， 这 样 , 象 前 面 一 样 , 得 出 与 尤为 结构 稳定 相 矛 
后 的 结论 ， 类 似 地 , 可 讨论 (0 0) 为 内 切 情形 

若 (0, 0) 既 非 内 切 点 ， 也 非 外 切 点 ， 则 可 使 其 为 X. 的 拓扑 匀 
断 点 ,从 而 X. 的 内 或 外 切 点 个 数 将 比 XD XC X 9 B8. 
稳定 性 相 违 ,2.6 的 证 明 完成 . 

在 结束 本 章 时 ,我 们 指出 , 定理 1 的 证 明 由 2.1 及 2.3 得 到 ， 
定理 2 的 证 明 由 2.2 得 到 , 而 定理 3, 则 可 从 2.2 及 2.6 推出 . 
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D [Sa3 PEEBITAVFEUEEUESI, "E fi. Aue D? 为 一 CR RWMGAMS, As 
CR" 为 开 的 :车 有 zn- pL, RE FREER, EIS KO (y - foy 
DfGOSEN Y H (RH) Lebesque E Rt," [S] ERAR k20 
的 情形 。 
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Sum 分 B 
$1. 9| * 


本 章 将 在 具有 光滑 边界 0M 的 平面 紧 域 上 ,致力 于 C" n 
3) 的 单 参数 微分 方程 族 
dx. 
[= Pos yin, 


dy aa) 


的 分 枝 研 究 ， 设 入 在 一 紧 区 域 [a,b] 上 变动 . 

fi X € Lo, bMS CL.) (GM. EIER E. 和 > (6,34, 
QU, GADEA, 若 对 和 在 La, b] TRE 8E— ABR V Oo), 存在 
94, 8:042, BEAD, RIO) BEAD, YE M 上 拓扑 等 价 ; 或 
者 更 精确 些 , 即 不 存在 一 个 同 胚 S M MERE GOL HARMER 
定向 地 有 映 为 (14,) 的 轨 线 弧 . 

今 在 平面 R? 上 讨论 依赖 于 实 参 数 人 的 (1 型 微分 方程 族 (或 
WARKA A Rb ERAT. 

1.1 REA EMNE- 

ARAS AEA O0), 25 AA 0 AMARA 
KAASO RERAMA. COLBI36,) 

1.2 复合 焦点 (Annposon-Hopf 分 枝 ) 

(d. yah e+ yD 


轩 vehe yn], 


一 个 不 稳定 焦点 及 一 个 稳定 环 (<0), 当 入 = 0 时 选 合 而 梅 成 
一 圳 吸引 焦点 ; 当 入 >0 时, 它 变 为 一 双 曲 吸引 焦点 .( 见 轿 37. 》 
13 XAET. 
Xa = RX, Rp X RA — ERESS, Plin 


X= c y^ - TYx- y, Lx e y? 1T y ex), 


2 
A 
图 36 图 37 
R, 表示 辐 角 和 之 旋转 
cosÀ 一 Sin 
m= (ina cosà ) 


一 个 吸引 环 及 一 个 不 稳定 环 (>0)， 当 和 =0 时 迁 合 而 构成 
一 个 半 稳定 环 ; 当 入 <0 时 ,这 种 环 消失 . 

终 中 抛物 线 表 示 周 期 轨 线 族 的 局 部 截面 ， 其 上 得 一 点 表示 族 
的 Poincare 变换 的 不 动 点 ( 见 图 38)。 


14 RARER. 


£00 = RX, Kh XERRA ERS Ra 则 如 前 例 ,为 一 施 
转 ， 
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情形 a) 两 相 异 被 点 的 连接 

相 异 蒂 点 bi 及 p. 的 两 条 分 界线 ，(<0)， 当 》 = 0 时 迭 合 而 
构成 一 条 航 点 p, 及 ps 的 联结 线 ! 当 和 >0 时 ,分 离 成 商 条 分 界线 。 
《 见 图 39a.) 


图 39a 


情形 b) REI Mus ME 


AHECAGXE GS. b ps = ps 而 构成 革 的 一 条 豚 引 回 道 . 由 入 >0， 
骨 点 分 界线 分 离 ,而 出 现 一 条 吸引 环 , 它 由 鞍点 的 不 稳定 分 界线 的 
名 家 限 集 得 来 ，( 见 图 39b.) 


m 


1.5 WienIEN. 

落 是 在 例 I 10, HRHDRIOPVTOUB BUCRS A ERA HRE 
一 结 点 域 ， 如 图 39, 则 当 
ATO, HARIR 
见 图 40), 

1.6 半 稳 定 环 消失 
而 产生 的 鞍点 联结 线 . 

车 在 例 1.3 中 ,鞍点 
DELTA T EE 
稳定 环 -0, 则 当 此 环 
请 失 后 ， 对 于 一 个 无 限 序 


图 ao BI), A -»0, 即 出 现场 
Kas 的 一 条 不 断 崩 紧 的 内 外 通 点 联结 线 .( 见 图 41.》 


A s e> 


Bon 
1.7 RADEK ETE EKRA RER, 


着 是 对 例 1,4 中 的 回 道 , 鞍点 分 界线 以 此 沁 道 为 @ RRE, 
Til 25 3E AINE A< ,对 于 一 无 限 序列 仿 .), 和 ->0, HARR 
紧 的 , 场 的 以 过 道内 鞍点 的 不 稳定 分 噶 线 为 原始 通 点 稳定 分 
界线 的 鞍点 连结 线 ，( 见 图 42.) 

本 瘟 将 给 出 微分 方程 族 (12) 的 结构 稳定 分 梳 的 一 个 刻 划 ， 就 - 
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图 42 


是 说 , 我 们 要 研究 的 系统 , 当 试验 模型 有 所 更 动 而 越过 分 核 值 时 ， 
HTEO) HER P,Q 的 微小 扰动 ,不 会 有 定性 上 的 改变 讨论 
结果 表明 ,在 Tnt M 中 可 能 出 现 的 仅 有 的 结构 稳定 分 梳 , 即 为 上 述 
各 例 所 说 的 类 型 改变 向 量 场 在 oM 处 的 切 性 ， 将 会 导致 别 的 稳 
定 分 梳 的 出 现 ,这 也 属于 本 章 讨论 的 范 贱 . 

结构 稳定 分 枝 研究 的 基本 线索 是 , 对 于 E- m" 中 微小 形变 
为 结构 稳定 的 类 Det - 27 的 子 集 ST. WER 中 的 超 曲 面 一 样 ， 
这 是 个 多" - 互 " 中 余 维 为 一 的 子 集 . 

一 个 族 胡 对 于 分 枝 性 而 言 , 被 当 作 X" 中 的 一 条 曲线 , 它 义 断 
XX, 且 匀 断 性 在 族 的 微小 扰动 下 能 得 久保 持 . 因此， 一 个 护 动 的 
族 将 与 原始 族 具 有 同类 型 的 分 枝 , 且 对 应 于 互 ; 中 一 个 点 . 

WE Di E&F Aamporoa 及 Jleontosaa!* 所 定义 的 一 
阶 结构 稳定 场 的 类 S 之 中 .后 者 对 于 -Y O, RPI 
的 拓扑 而 得 到 的 微小 扰动 为 结构 稳定 的 ， 记 ;应 是 D 的 漫 没 部 
分 , 它们 对 应 于 孤立 稳定 分 让, 但 流 形 Y; 与 o- 9148€. 要 
刻 划 此 种 非 狐 立 的 结构 稳定 分 校 ， 麻 烦 之 处 便 是 要 设法 弄 清 楚 此 
种 密 接 现 象 ， 为 此 有 必要 首先 刻 划 Di- Si 的 与 V 分 层 密 接 的 
那些 子 集 ， 这 件 事 便 是 定理 8 中 用 诱导 拓扑 对 1 的 内 域 进 行 的 


刻 划 ， 我 们 的 定理 工 及 定 王 2 则 是 刻 划 IDE Er 的 ,而 在 定理 和 
中 我 们 将 刻 划 结构 稳定 分 祯 ,县 证 明 它 具 有 通 有 性 ， 


$2. 主要 结果 的 陈述 


[m 


为 陈述 本 章 的 主要 定理 ,我 们 在 R 中 具有 C 类 光滑 边界 的 
紧 连 通 区 域 M E, 对 于 所 有 C 类 非 结构 稳定 场 的 空间 X- S, 
定义 其 下 面 的 各 种 子 集 . 

2.1 首先 我 们 回忆 结构 稳定 场 的 集 的 定义 

EDENDE GNE), 

24.0 EOD =E Qa) NE, b), Hp 

互 "(19) 为 M 中 每 一 奇 点 均 为 双 曲 的 场 的 集合 . 

Z'O,0 AS REA, 0M 的 场 的 集合 . 

2.1.2) E'Q)2Z'G,o00 Z'(G,0, 其 中 

E'G,0 头 位 于 中 的 周期 轨 线 均 为 双 曲 的 场 的 集合 。 

E'G,D 为 位 于 中 的 周期 轨 线 均 与 0M 不 交 的 场 的 集合 ， 

2.1.3) ZG) AHECEERS AS SR, 场 在 OM 处 的 切 点 , 3D X 
f GP) «0 [543 2329 984279 (0 xx RI. X" CP) 950 的 点 . 

24.0 ED =B) NA E,D N E e), 其 中 

XfG,0 ATEMWURTEES AARRE. 

X! 4,0 2 MibSURZ & AAAS 0M 相 切 的 场 的 集合 。 

互 ' (4,c) 为 奇 点 每 一 分 界线 都 与 0M 匀 断 相交 的 场 的 集合 . 

2.2 再 定义 多" 一 瑟 "= U GE - X'Go S farm s — 8k T à 

TATKHEX, HOORCRCDSRUSHDTSERGE XS 的 条 件 具有 
DER. 

2.2.0) ZiO = XiG,9 UEI, 0,35 

SKLA 是 ELD EDNIEONE OD 的 这 样 的 场 
站 的 集合 ,有 唯一 奇 点 p EMERE, LARAN, 或 复合 焦 
点 型 BASRA XKR A A DX(p) 有 一 个 特征 值 %=0 以 


n 


及 另 一 个 特征 值 50, WR v Ecos 是 相应 的 本 征 向 景 , 则 可 得 
DX (p) (W) =at an, a0. 
( 见 图 43a.) 


LE 


一 个 带 结 点 有 两 个 双 曲 域 和 一 个 结 点 域 ， 有 两 条 分 界线 构成 
结 点 域 边界 ， 有 一 条 分 界线 分 由 两 双 曲 域 ， 一 个 奇 点 称 为 复合 
焦点 ， 车 是 DX(p) 具 有 纯 典 数 特征 值 , 且 回复 映射 o L> (在 
过 户 的 一 线段 上 由 了 X 的 轨 线 定义 ) 的 三 阶 导数 ,在 点 处 异 于 零 ， 


《 见 图 43b.) 
A 


N e), MEL RNC 


图 43b 


在 有 必要 区 分 这 两 种 情形 时 ， 以 20,257 E 230,2, 
F-D AANE E 9) 的 具有 一 个 鞍 结 点 及 复合 焦点 的 场 的 子 集 . 
CUR 43a 和 图 43b.) 

XÉaQb Gs ELAN END NAE) NAE) 的 这 样 的 
场 久 的 集合 ,站 在 9M 上 有 了 唯一 奇 点 pp 为 如 下 类 型 之 一 ; 

焦点 -一 -DX(p) 的 特征 值 为 复 共 示 ,上 庶 部 异 于 零 ， 

BUR——-DX (ASA HS, 且 异 号 ， 对 应 的 特征 向 量 义 断 
òM. 

结 点 一 -DX(p) 疾 相 异 实 特征 值 , 但 同 号 ; 相应 的 特征 空间 
"gir oM, 

AE AEL boD, Db) E bn) 2) Add 
B, DHE 0M 上 有 一 个 焦点 ,一 个 鞍点 或 一 全 结 点 的 场 的 集合 


ne 


( 见 图 43c, d, e). 


-OX 
p AN 2M 


LÁ 


图 43e 


2,22 £D-221,0U021G,D, 

其 中 EDA 33000 X7 G,0 n zr a» n 37€» 的 场 的 
集合 , 这 种 场 具有 有 唯一 非 双 曲 局 期 轨道 , RI a^(0-7 1, 且 半 稳定 ， 
aO (0) +0, 其 中 表示 Poincare 变换 . 

z10,059 E DN E20 ND)N E ODABERE, 
这 种 场 在 M 中 有 唯一 周期 轨道 与 9M 3897. 


E] 


p XS 


| 
| 
| eun 
ERRORI 

LELI [ET 

2,2.8) 必要 时 ,还 要 区 分 下 述 子 集 : 

$10,0),0 33,0 这 样 的 场 组 成 , 场 的 半 稳 定 环 不 能 同时 
成 为 鞍点 分 界线 或 与 OM 相 切 的 罗 道 的 与 o RRE. 

Ši, b), h 一 1(2,6) 这 样 的 场 组 成 , 它 的 与 0M 相 切 的 周期 

Mme 


SUBBECS TR EUR FHAGEUEUUU T" 0M 的 轨 溢 的 a 极限 集 ， 也 不 
是 它们 的 @ RRR. 


aM 


a) Xés3f,0) b Xesta.b 
图 45 


2.2.) 20) 是 指 E'ODnX0n2Zo HAXE 


合 ， 这 种 场 在 9M 上 的 叭 一切 点 不 为 犯 物 型 ， 即 X« Fo» =X 
f» = 0 但 为 三 次 切 点 , 即 X*f (9) = 0. 


~ 
-~ 
CF 


EET] 


2.4.88 Xi) = Ei Ua) U Bid, b) U Dile) 
DLD E'DA EDNA EDNA E, b) N EU, c) 
的 场 的 集合 ,这 种 场 有 唯一 分 界线 ? ET IntM 中 ,其 < 及 中 极限 
集 为 的 鞍点 了 及 9, 若 p= 9, 则 3? 松 成 一 个 简单 名 道 ( 第 二 章 32)， 
以 为 顶点 ， 若 用 迹 数 来 表示 , 即 有 条 件 
o(p)= traceDX(p) «0, 


38 0» 0 C90, RI w DiCCD, BGÉDUBUM (ER), Xm Ai» 


o> DXR. T, GE — 382). 
ELDE EDN ED NE ONE M,a NEU, o) 


EP 


的 场 的 集 台 ,这 种 场 在 M 中 有 了 唯一 轨道 ,与 0M 恰 有 两 个 切 点 ， 


eipico 
图 47a 图 47b 
ErioREmExXOnzx gnzuunzxuuenzu 
DARA 3E Gr, XROMR EE EUER S 0M TD. 


W^ l 


B Tc 
2,2,8) 今后 ,必要 时 在 Di, 0) rhDCA HR ERREUR AS AR 
的 场 的 集 , 以 及 具有 过 道 的 场 的 集 。 前 者 记 为 B, a qd), 后 者 记 
为 EaD, 
此 外 , 犹 有 必要 区 分 出 本 1 (4,a, 了 DD 中 的 子 集 ŠU aD), 其 
中 场 的 地道 y 既 不 是 鞍点 分 界线 或 切 于 0M 的 轨道 的 a 极限 集 * 
也 不 是 它们 的 o RRE. 


E 48 

以 党 ' 记 取 %" 中 诱导 拓扑 的 空间 R-E, VR Xd S 
中 的 一 个 邻 域 , 以 CCE, 严 ) ap ig 

Et 含有 XX 的 连通 分 支 ， 
= 二 用 wx A B 记 取 如 下 拓扑 的 空间 
E ETT a D REIME COGI Bi 
77777 PELLE TUNE 
moa 拓扑 为 X" - Xi IS" PERITI", 见 


Tis. 


图 49. 

EXes,Husm X'ODIS—A4 788, ANERER 
c, d EAE CS 0) 29 Yel. 

2.8 XX. BARF S 中 的 微小 扰动 为 结构 稳定 的 ,或 关于 

3 为 结构 稳定 的 ,车 存在 一 个 天 的 在 c TERA ZU CO, dit 

xHg  YRU FERE h= ha M>M, XE Y BYENS 
SUE, 并 保持 定向 。 

因此 ,一 个 对 叙 " 中 的 微小 扰动 为 稳定 的 向 量 场 , 一 定 是 一 个 
一 阶 结 构 稳 定 场 !*vsva 

iS 扩张 公式 以 2.2 定义 .例如 X:G,0, Æ Wl, r> 
这 样 的 场 X 的 子 集 , 使 得 

a) 驴 在 闻 中 的 每 一 奇 点 均 为 双 曲 的 , 且 含 于 Int 对 中 # 

b) X 在 M 中 的 肩 期 轨 均 为 双 曲 的 ， 且 仅 有 一 个 > 含 于 Int 
tho ?可 与 3M 有 了 唯一 的 切 点 , 且 为 抛物 型 切 点 ; 

c) XEM 上 的 每 一 切 点 均 为 抛物 型 的 ， 

d EMH, X 没 有 与 3M 相 切 于 两 个 不 同 点 的 轨道 , BA R 
点 联结 线 ,也 没有 切 于 3M IOS A RR. 

2.4 ”现在 可 以 陈述 本 章 的 主要 结果 。 

EEL re, 

= U xD, 

其 中 Eio in 2.2 所 定义 , 则 

a XHg— X C Xt, BE Se" hug eA V, 及 Cr 类 函数 下， 
V—R, &dF.99, LEO = 0, Wii x CO n38520 与 
FORA, HSF Dit, X FAQ =X NV, Em R20. 
0), 特别 地 , RAAE 2.3), DEE- E HAR 
的 

b) RAAH, Di E SUD en — HAM 

o YARA XEEN, eg Eur EE 
构 稳 定 的 。 


-15° 


2.4.1 定义 用 2.2.3) 及 2.2.6) 的 记号 ， 令 
a) $122 = Ši (2,0) UŠI (2 b); 
b $i = UDUD UEN), 其 中 Sr (4,0) 
=i, ad) U$1(,2,D, 
定理 2. $ r>4 H 
SENDUS U). 
则 有 a) xHg— XES, FEE in gRr A C 类 函数 已 V 
>R, E FO = 0V NK = F^(,FAQG-(0)0 -Z'üV, & 
B, ERATA, S ekr- AFN 
b) SiE 中 为 狂 的 ; 
o HERH XES M o Xc 入 关于 Spi 微小 扰动 为 
结构 稳定 的 . 
2.4.2 以 丫 " 记 单 参数 向 量 场 族 的 空间 ,更 精确 些 , 邯 
T= C (La, b3, 6") 
为 [c, 6181 多 "= Se" My S BUR. C ege A gts td, Se" 中 的 C 模 
为 : 


lli e sup MEOE COL. 


QT OTE SENE PR En Foy E000, 
y) HE 
aE 
ox'ày/oA* * 
FEDER, 

HECM REX R 的 向 量 场 是 合适 的 ， 此 时 应 把 它 定义 为 
($0, 并 将 其 在 和 轴 上 的 投射 作为 首次 积分 ,关于 这 一 解释 , 可 
参看 本 章 引 论 中 的 图 形 , 

2.4.8. ÈX. EED 称 为 结构 稳定 的 ， 若 存在 1" 中 的 一 个 
BRS, 对 每 一 ?7E 册 存在 一 个 同 胚 k，fa, b>[a, 5]， 使 得 对 
YAELa,6], nO) 与 二 CU) 拓扑 等 价 。 

我 们 将 在 定理 4 中 刻 划 结构 稳定 族 . 

2.4.4. QS RECN TREE 

78o 


i+j=r,k=0,1 


a) £5) Ei MEF AEA 所 给 的 函数 , A FEAN) = 0» 
则 dF (E00D «£^ 0) 50, 

b) £Ea, bcc (Tat ZD UE", H h at XE t - x6 s 
让 的 内 域 ; 

我 们 学 在 定理 8 中 刻 划 这 一 子 集 . 

2.4.6. A Ef Ga, ka lod X: G0) 的 场 的 于 集 , 这 种 场 
具有 六 稳定 轨道 ,作为 切 于 OM. 的 轨道 或 是 上 个 束 点 分 界线 的 o 
极限 集 和 1 个 索 点 分 界线 的 o 极限 集 ， 在 此 记号 下 ，(2.2.3) 成 
A $1.0) = Xt, ay kalo), kel=0, 

2.4.5 ZX. DI FIG, o) 128i XEEN a ka lo) TR - 
f, I2, GE EE TEBIUS IO Dd a, a 的 分 界线 (对 应 的 ,ou oa)， 或 
切 于 3M 的 轨道 , 其 a(w@) 极 限 集 为 XX 的 半 稳 定 轨道 ， 这 时 对 于 名 
fS XE--EERUIIS O48, (0) LAOR TAOL o, (O ES, 其 . 
中 a0, 0,0) a 0, 关于 旋转 RX i, RE PREDAK 
的 幅 角 方 庙 所 得 到 的 自然 延 拓 ， 

注意 ， 此 条 件 仅 与 万 有 关 . 63.2.2 中 将 给 定义 FI O, a) EE 
定量 判 则 ， 见 图 50, 


= 三 二 
V) LLL es 


FO 


Foo XN 048 ri FT HA OPE MUPIBSTÉ, 


的 二 重 连 接线 ， 
m 50 


XH. DiE SS 中 的 内 域 , 记 为 Tat 将 与 TI- FIG. 
QER, 
The 


RH, X 构成 如 下 意义 的 一 个 薄 者 结构 而 包围 Its 

对 每 一 条 路径 EI", 使 得 a)50%0) € Tnt XT HO) BE A 处 
IN Eir 则 可 验证 存在 在 六 中 的 一 个 邻 域 六 及 和 在 [Las it 
dod A), eie 569 dp ÉVAD Uat N, 
BA 匀 断 Et xE— ACK . 

Hu EB pr — DER, 使 得 X MEUSE ET D- 
Fr, 

定理 4. 1) S Er EFE 

2) HRY ECS h, EEr" 为 结构 稳定 的 。 


$3. 主要 结果 的 证 明 


本 尺 说 明定 理 1 一 定理 4 的 证 明 的 基本 思想 。 

普 先 在 3.1 节 中 指出 {定理 1 及 定型 2) 中 局 部 隐 式 地 定义 在 
Xi) 及 Ši 上 的 鸭 数 请 的 作法 ,此 函数 在 [5s, Sa TI 中 徊 作 过 定义 ， 
但 现在 特别 关心 的 是 dF WHERE. DS.) 中 已 建立 的 表示 
式 ,在 定理 8 的 落 壳 结构 的 证 明 中 也 将 要 用 到 ， 

我 们 限于 在 每 一 个 标准 情形 下 详细 指出 瑟 的 作法 。 

关于 定理 1 及 定理 2 中 开 性 的 证 明 ,同样 也 涉及 下 的 作法 ， 

在 3.2 节 ， 我 们 证 明定 理 3 ,并 用 图 形 夯 出 2,2 节 中 定义 的 在 
ED 中 彼此 密 接 而 鸭 成 [及 Tnt 瑟 ;的 不 周 部 分 ， 对 于 某 mo 
次 微 分 方程 族 出 现 无 限 分 枝 , 密 接 现象 是 举足轻重 的 。 

定理 生 将 在 3.3 节 中 证 明 . 

5.1 定理 1 及 定理 2 HEA, 

、 5.1.1 命题 . 2.2.1 中 定义 的 集合 EO, r>4, 具有 下 面 
的 性 质 

a) HE XEDD, dk Xe" 中 的 邻 域 六 及 一 个 C 类 
Ag F: VR, EF 50, dF,20; 且 使 F160) =V ncn 
一 也 ) 含 于 f(D 中 ;此 外 ,PF-1R-{0D Dr", H&g—-YcF: 
«0 5 XiBi ss A ʻa 

*a 0n 


b) DRAKA H OR 2,D EED - Xt - conn 
En 

e HER XER DH, 5 X€xt 0) dk Sei oem 
定 的 、 

RLRE, Fi 是 不 满足 关于 奇 点 的 结构 稳定 条 件 的 那 
些 场 的 党 合 ， 而 2.2.1 中 定义 的 集合 EOD, Hüppn Ax 
集 组 成 

ED EX(Gas-mUZX(QG af- UE b f) 
UZiG, bn) U Tr, b, s). 

每 一 此 种 子 集 以 航 小 方式 , 保证 结构 稳定 的 相同 条 伴 
IG), i= 2,3,4, VE REE ORRY). 

APAR, 仅 详 细 讨 论 况 结 点 精 形 有 i(1,0,s 一 ), 以 及 
OM 上 有 结 点 的 情形 Bid 6,m). 

引 理 1， 设 区 是 具有 远 结 点 bpE IntM 的 场 ， 则 存在 p KRR 
Von, X i946, V CO, UR C' 28088 F: V QO--R, £818 
XY €V OO, dF UO +0, E 6:8 

a) SARAY dE V GO) UL— ES SOS dE d$ SUN. FOI) 


20; 


b) EHOSY dE VG) HB DL— BOR A RAA 
HFE; 
c) 当 生 仅 当 Y 在 六 (p) 中 老 奇 点 时 ,FF( 了 >>0, 
证 明 . 设 p= (0,0, 2.1.1, 8 EX 4E 
P(x, y) = ax* -bxy v cy* + Polx, y), 
Qc, = oy +Q y); 
uia, 090, X Ps(Q4) 及 其 二 阶 (一 阶 ) 导 数 在 (0 , 0 ) 处 为 零 , 为 
HEI, iE o«0, 270, 
XH E XI Y= (Prs Qr), 可 依 
Qr(x 9(Y,:)) 20, $(X,0 =0 
ERLE- TAR y 29 Q7, 20, 


uL 


此 函数 为 C" 类 ,这 是 因为 依 隐 函 数 定理 有 ES (0,0 «250. 
E x-sQDRIAEGR 
DCP VS 1-0, 0D =0 
òx 


定义 的 函数 ， 则 由 于 


F3 Š EP, Gr, UG 20)] = 20770, 


KERRE x x(V) 29 C77 类 ,显然 x=x( 了 ) 是 Pr 限制 于 
曲线 Qr = 0 上 时 的 极 小 点 。 
A BEE Y ORANA RRHH EA. 
今 定义 
FQ) = Pr xt Y), (QD. 
XI FEX BS— EIAS CO 类 ,直接 计算 可 知 ， 


_ oPr (PY) /0y 
dF (2) = Papy) - 953 * QOO, 
z< sP 90r (KYD /dy 9«o 


其 中 p(Y) = GOD, 9 (x KZ» (Ps,Qz)， 由 此 显然 有 dFFx 
#0, 

最 后 , 引 理 1 的 情形 a), b) Ko 分 别 对 应 于 图 51 的 每 一 可 
能 情形 . 


\ 
a M EVEN 
XM ls > 
ne QW um 
a Fao b F=0 o F>0 
图 51 


事实 上 ,直接 计算 可 知 
È PG KY a= (Orany AYNA PX, 39» 
òx oy 


其 中 AQ Gs y) 2 Det DY) (x, y). 
m. 


从 而 ,对 于 天 的 遥 近 场 Y。，Qqr 为 负 的 , 因 


这 就 说 明 , H FAW b), 当 èr, GS V^, 2) 20 时 ,鞍点 将 


在 其 极 小 方向 x=x(Z) 上 出 现 

如 至 2、 设 慰 为 具有 鞍 结 点 靖 的 向 量 场 , 使 得 双 曲 域 的 分 界线 
v BUT P HEELS. 

于 是 存在 YU{p} RRV Q2). E XI 4E OO, 使 得 

a) (9) 2CUC, 其 中 Co i91,2, REY CV OD Wr 
相交 的 闭 曲线 ; 

b ZYCVOO38 V MPRE s, MEV M hA 
期 轨道 >(F) ,为 双 曲 的 ， 若 是 div X) AARE), MEARAN 
WEYHE V QD fO EUBS @ GO 极限 集 ， 

证 明 ， 当 101<e 甚 小 时 ， 对 于 场 RLX, C paR SODUEUR 
形 的 分 界线 描 出 一 个 邻 域 斑 ,， 对 于 o OO (D div Xp) «068 
情形 , 如 图 51 所 示 . 矿 , 的 边界 由 两 条 曲线 Ci(e, Cs(e) 组 成 ,以 
点 作为 一 个 交点 。 

引 理 中 的 曲线 C, 及 C.， 可 通过 点 邻 域内 位 于 曲线 C1 (2)， 
Cs(e) 上 的 点 a, b, e, d 的 选择 , 并 作出 水 平 联 结 线 , 且 同 时 将 可 能 
有 的 角 点 光滑 化 后 作出 来 。 在 图 52 ths SARRE MERRI, 

显然 , DE HEX EEE 
与 G1 及 CNR, LI 
ARRAN, MRE 
曲线 使 之 包围 ?34 故 在 点 
SIS o OO e divX«0, 

记 四 边 形 abde 73 Q, 
l, =od kI. =a AEK 
WA. SOR XOQEDSET I, 
RI. 

RRR OD, 使 得 图 52 


EE 


15 Y €V,0O 勾 断 交 于 C 和 Cs, 以 及 二 Fa AR K= 
{suplle.wo 003; Y EV, OLEHE QO EY KEF E, 终于 
1. 上 的 轨 线 弧 今 设 玉 有 限 , 为 此 只 需 取 太 (XX) 为 其 小 即 可 。 稍 
设 @ 为 其 小 , 使 得 在 Q Eo CX) «0, DAVLUO TXAR BR, 
使 inflo (o [2 L0 Gnf EAE E3680 ,对 每 一 YEF(X)， 
o(Y)7divY, 

FEXR MER V.OD, GGHS— Y CV,CO, d TO) 
之 K/L op TO) 表示 站 的 雪线 自 I. 到 六 所 经 历 的 时 间 ， 显 
然 依 连续 性 , V OO SETS B. TCX) = oo, 

MEV O 2V,O0O nV,U00 0V,UOO .满足 引 理 2 的 条 件 . 
实 上 , &— Y CV (OO EV Qr) rio ii so Hik Poincaré- 
Bendixson 定理 , 3 — Hj £2 £(Y) fe V (y) h; 为 证 明志 是 也 的 


3E V OD stie go i, Rath | ,oC7)dt<0 ,事实 上 ， 


frana f, odi |, oydi, Rih £ EMAFI 
RAI &, 是 二 的 位 于 RI MII Hf odo, ni 


K> fon 2TQO)CoQX9» STY) L 


其 中 4 是 四 边 形 @ 中 的 一 点 ， 由 此 得 出 不 等 式 TOP «K/L, 
而 与 不 等 式 T(Z) >KK/L MFA. 

因此 在 V Qo) rte e URSUS BERE EEG £o v (O9. 

IE, EX RU UUMTEDA HRGR b. 于 是 存在 如 的 邻 域 
V (8 9V Co, X Wi FEX RRV CO) RE C7 RERE, 
VX> R, R Y cV OON, dF) 70, H. 

a) JARAY VE VOD PEU — RRERLA GS ECOL 
BRN, FO) =0; 

b) SEELDOR Y 4e V GO FR EUR — I UCROSIB S GOCEPIELAR 
时 , F()«0 

ce) 当 且 仅 当 芯 在 矿 () 内 只 有 一 个 斥 型 双 曲 焦点 及 一 条 吸引 


ETE 


RhA, F(Q)0, 
我 们 不 打算 给 出 这 个 引 理 的 详细 证 明 , 请 见 [S,]. . 
RAF Hh FQ) = traceDY CY D3ESCZ Hh p Y. 
TEX RSS P MEAGYERUME— Eo 由 隐 式 
YKY) 20, p(X) =p 


确定 . 

SAFECUB 

设 plu, Y) dcnBY itle p(Y) 处 的 水 平 线段 上 定义 的 
回复 映射 . 

Xy X88 C 近似 时 ，r 关 和 引 理 的 情况 a)，b) 及 6) 分 别 对 
应 于 图 ups 切 的 下 列 图 形 之 一 (图 53). 


A E -长 


.7 A 
CEN 
© T 8 
Frs Fuse Fn>o 
Hos 


对 于 末 球 所 对 应 的 p 的 不 动 点 ,有 一 闭 轨 线 与 水 平 线段 相交 . 
直接 计算 可 知 dF(Y) 尖 9。 事实 上 ， 导 数 由 
dF() Z-divZ (Y) -ddir NLP ILDY IYDI? ZYD 
给 出 。 
引 理 4，、 设 pCOM E XiS— T Xl AS XED bn), 
则 存在 PzcM tig 4pii V (0, X de E PARRI OO, ECC" 28 
函数 , 了， 六 (X) ->R, 使 得 
2) 当 且 仅 当 了 在 VY(p) 几 39M 中 有 一 双 昌 奇 点 BD RE FO) 
=0, REYE bsn), 且 在 MN G'(pp - CoD RESTE 0M, 
b) HERY EV nIntM HERBA pO, R29 


-ase 


—H EAM, FQ)«0 Ri YED, BENOM 上 有 唯 -- 抛 
HADA gY), 
eo 当 且 仅 当 王 在 VOD OM PESAN, FO) >0, iit Y 
EE MEV NƏM 上 有 唯一 抛物 外 切 点 g). 
证 明 . ELEF- -fY Hh f 25 — RRR oM 
= {f =0} 跟 式 地 定义 之 :82 由 了 sl 了 ) 70 X pD = pi X. 
TRF A C RAR, HR a), b) 及 o HRA p( 了 7) 的 局 部 
性 而 或 立 . 
今 往 证 结论 对 于 了 在 6MMNVY (Dp) 处 的 急 点 也 成 立 . 
不 失 一 般 性 , 可 设 p= (0,0), X2 (P,Q), 其 中 
P=ax+a(x, y), 
Q=By+b(x, ys 
iU 2-0, B. a(0,0) 2 5(0,0) =0, da(0,0) = db(0,0) =0. 
ARR DA C0, ORERE 0M eiii EE Ae Pp. 应 将 函 
数 f 写 成 


fxs y)-rxtsytgG, y), 
JB r0, s«0, 9(0,0) 2 0, dg(0,0) 2 0, 
这 样 , X-f = Pxf.+ Quf, RA FERR 
X- f=rax+sßy+ra+sb+ g,a* g,b, 
由 此 可 见 ，df 及 dOX- AEO OD EE ATERTEZEORBS. Hit BR 
BAR a/Bo1i, Bt OM 及 Xf=0 的 相对 位 置 如 图 54 所 


示 , 其 斜率 分 别 与 y= 一 x 


MM 


= : 由 于 dX fron = 
ra 0, FISI Xf dt OMS 
位 于 第 一 象限 的 部 分 上 为 
fio JT X BLA ZARE. 
ES 同 理 ， 在 9jf 的 位 于 


TO 


eu. 


SREIRERSSNSA E XTEIUMISEQER 4 XN 为 一 局 部 微分 
AEN, 4— Ae Br 到 (切中 的 轨 线 有 如 图 54 的 动态 . 为 证 明 此 
点 ,用 一 下 “爆炸 法 "(blowing-up)u= x, p= y/x. 


"oss 

EBRU p ZT 当 use 0 IN, AX RES 

X= (aut ot np), (B- a ps bns )- teup) 
u . 


RC Qu up) — pau, u p 1/u, Mio X» f bb — AER 
内 存在 一 C! 类 扩张 HADT H u= 0 时 为 零 , 场 六 在 (0:0) 
处 得 一 般 点 ,以 轴 为 不 稳定 分 界线 , Au 轴 为 稳定 切线 ;其 相 图 
如 图 55 之 右 图 所 示 ， 从 而 在 平面 O60 上 存在 唯一 轨 线 与 < 轴 
《绝对 值 较 大 巩 特 征 值 的 特征 子 空间 ) 相 切 , 称 之 为 “ 强 ? 轨 线 .于 
是 三 ( 户 中 的 位 于 第 一 象限 中 的 雪线 六 同 祥 也 在 oM DV (D ER 
HHC HER 且 义 断 0M， 为 证 明了 (pp) 中 每 一 条 轨 线 在 横 标 上 
为 强 轨 线 , 同时 在 0M AV (D) EDRR GRE” ER LR Y Ah 
切 ,我 们 再 用 一 下 “人 I 炸 法 ”v= y, qo x/y3 结果 在 (0:0) 处 得 到 一 
个 吸 型 结 点 . 由 此 即 可 建立 图 55 所 示 的 结果 . 易 见 , 对 于 使 FO 
= 0 的 了 ,结论 也 成 立 . 

同样 也 可 讨论 当 FO A0 时 的 相 图 . 

显然 , 当 了 近 于 了 时 , 了 .了 = 0 为 一 C" BA X f= 0 的 曲线 . 
Ba GO addio ^s aM Cf - 0) 的 交点 . 

TRERAGE XLRSY 9 (0 29 C" 类. 

为 分 析 子 在 OM 处 的 切 点 9( 了 ) 的 性 质 ， 应 计算 Yf, 对 
Y = Xil JE 


Xf oraixesf'y v, 


则 可 知 , f= 0, Xf 0 的 相对 位 置 如 图 56 所 示 . 


Yu-o Y.feo feb — yüfao Y /0 f= PES n 
N^ 


图 56 
显然 此 等 相对 位 置 对 环 的 其 小 扰动 仍 得 以 保持 . 由 于 de 
NAH ra> , 故 当 太 ( 了 ) 之 0 时 了 的 切 点 为 内 切 , 此 因 Y** 


了 > 0 ,这 种 情况 如 图 56b) 所 示 . 同 理 , 当 F(YO > 0 时 结论 也 成 
立 ， 见 图 56c)， 

结 点 正则 域 的 分 析 , 以 及 对 微小 扰动 的 连续 依赖 性 , 可 用 以 证 
明 结 询 稳定 性 ， 了 E 了 当下 (7) 尖 0 时 , 由 此 分 析 可 知 YE 
210,5,25) E F(Y) = 0，* 则 可 证 明 ,在 后 一 傅 形 下 ,了 与 三 拓 th 
等 价 ， 其 结 点 正则 域 图 形 如 下 .但 另 一 些 轨道 应 作 明 显 的 修正 ， 
见 第 三 章 图 28， 


D A 
Q 
图 57 
注意 , 可 以 对 情形 310,5, 0 & E05, ,陈述 与 引 理 4 往 
DHIE. 请 读者 连同 其 证 明 一 起 写 出 。 我 们 则 只 限于 讨论 本 书 
引 论 所 强调 的 分 枝 图 形 . 
注意 对 于 了 1(1,6) 的 第 三 种 情形, 一 个 内 切 点 与 IntM( 入 <0) 
中 的 汉 曲 奇 点 当 %*= 0 时 合并 ， 当 入 > 0 时 ， 奇 点 在 对 中 消失 , H 


在 3M 上 又 出 现 了 一 个 外 切 点 。 


请 读者 验证 公式 

dF(Y) (2) 2 df (POD DY YVI ZO. 
uut dFQY*o,N 

命题 5,1.1 的 证 明 . 

a 款 ) ” 均 成 拓扑 等 价 的 同 胚 , 可 用 第 起 章 简 述 过 的 正则 区 域 
ARLS TIRE H, 

对 于 情形 Disa, f -0) ,不 出 现 结 点 正则 域 , 其 证 明 可 用 引 
理 8 及 第 三 章 方法 推出 .事实 上 , 设 XE 1(1,4,f 一 0), 则 仍 依 
引 理 8， 它 在 M'- M-VCp 中 为 结构 稳定 、 而 了 B X EE 
扑 等 价 在 M 中 实现 的 网 是 , 即 可 直接 扩张 到 V Cp ,如 第 三 童 的 
情况 一 样 . 

XUPOXIG.asccn 的 情形 ， 结 点 正则 域 包含 一 个 鞍 结 点 . 
互 (Y) = 0 时 , 了 与 蕊 之 间 拓 扑 等 价 的 作法 ， 与 第 三 章 所 说 的 情 
形 并 光 什 么 本 质 的 不 同 。 为 证 明 玉 (了 Y) 去 0 时 了 EF"(M), 需 分 
两 种 情形 加 以 考虑 ， 如 果 双 曲 扇 形 域 的 分 界线 位 于 结 点 域内 ， 则 
依 引 理 2， VAM - V O ARARE. dm RF OD) 0, VIP Qn 
也 结构 稳定 。 对 于 FTY)<0 的 情形 , 象 引 理工 一 样 讨论 ,在 斑 (7 
中 既 无 鞍 结 点 间 的 联结 线 ， 也 无 村 - 广 (7) 中 的 带 点 联结 线 出 现 ， 
更 无 轨 线 与 0M 相 切 .因此 , 依 连 续 性 ,鞍点 分 界线 仍 保 持 上 述 性 
B EBET 久 的 结 鞍 点 分 界线 ， 从 而 ， 册 于 第 四 章 定理 2 所 述 
的 三 个 在 几 中 满足 的 条 件 均 得 成 立 , 故 了 E>"(M). 
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AJAR F7) > 0 HW. Æ M -V y) 中 的 正 财 
域 将 连续 地 变 为 了 在 中 的 正则 域 ， 且 在 第 三 章 2.2 的 记号 下 ， 
V Qai V YD. EEF) = 0 , 则 可 象 XIV (Y) 在 轩 M 中 一 样 
来 扩张 YU Go OTR AREER, 在 V QD nl Y IM. 
-VG) 的 正则 区 域 的 a SER. o WER XIM -V y) EARI 
可 ,各 种 相 图 已 精确 地 绘 于 图 59a 中 . 


Ü T A 
Ə © 


对 于 双 曲 扁 城 分 界线 不 含 于 结 点 域 的 情形 , 可 在 第 三 章 2.2 节 
所 述 证 明 中 附加 一 个 细节 ， 唯 有 3.1,1 的 证 明 中 才 有 此 种 情形 . 
跟前 面 一 样 主要 不 同 处 已 精确 绘 于 图 59b 中 ， 详 见 [S5] 


图 59b 


对 于 Eib DHIR, 只 有 本 征 结 点 正则 城 出 更 (图 59c) . 
其 它 情形 , 可 由 此 作 适 当 修 正 即 可 , 见 第 三 章 图 28, 例如 , 此 域 可 
由 第 三 章 图 29,5 情形 处 理 之 (图 59c) . 
对 于 情形 瑟 1(1,2,s?) ， 只 出 现 一 个 正则 区 域 ， 为 一 本 征 结 点 
型 , 见 图 59d。 因此 按 第 三 章 图 29.2 那样 处 理 , 即 可 得 出 证 明 . 
b 款 ) 命题 3.1.1 b 款 ) 的 证 明 得 分 两 步 ; 
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图 59c LET! 

8) Eass -m URIC af 一) 在 集合 多 ie) h M E 
者 表示 在 M hH AE ABESSE Gn, RAAI 

b) X10,5,D UX10,5,5 U DiC bD ERE 3010,56) rh 
8, 后 者 表示 在 M rp Ul Ua SL Vot He s RAAH. 

对 于 情形 2), "DR XEL.) ZEMmist—4 535987 
IntM rh, i&— 09 OCR HINH. 为 验证 此 假设 ， 只 消 考 
BKB X, o X(t uo), Khi v Æ X KOM 上 ) 非 双 曲 点 处 匀 断 
OM, BR 3 u RIED IE SITES, X, 在 IntM nei deut zr 
JA. 

若是 非 双 曲 奇 点 DO 使 A -det(D-X)(0) = 0 , 则 可 得 DX(& 


(s 人 其 中 e= 0 be 0 AAN XI BRA, o=o 


的 情形 。 可 考虑 场 的 路 径 X, = (unu) +X 对 每 一 其 小 而 不 
等 于 0 的 J， 均 以 O 〇 为 鞍 结 点 . 
车 是 非 双 曲 奇 点 使 A>> 0 且 c- 0 , 则 可 没 DXC() 具 有 形式 


DXW (° eet o. 


可 以 用 p (ES, ARARE, F use 0 且 甚 小 
X*u(xGX t y), yty) 
以 人 〇 为 一 复合 焦点 . 
综合 起 来 ,给 定义 E%1(1,0) ,可 作 含 于 完 1 一 台 "中 的 一 连续 
KB, EL pA 其 端点 X. o OC» TE Tat M 中 有 一 奇 点 , 为 
EANGREG HUE. EE, X, Er hE» X ig. 


-spe 


以 下 简单 说 明 一 下 ， 怎 样 修正 第 三 章 命题 2.3， 以 便 作 出 XT 
中 的 另 一 条 甚 短 路 径 ， 以 联结 含 于 XI.ns -由 或 卫 1(1bof 一 
euni X; & X. 

例如 ,对 情形 X, € 9010.0. HEINE oT ROCOM. 可 
考虑 场 的 族 

X (u,030) = FEX, + (ux,vy)]. 
可 以 象 第 三 章 2.3 一 样 证 明 , 集合 
(65,0,0 X (,0,0) & Xt(1,5)) 
在 下 中 有 Lebesgue 零 测 度 ， 由 此 得 稠密 些 、 同 更, X. € wr 
(1:9) 在 O C Int M 处 有 一 鞍 结 点 , 则 考虑 
X(u,0,0) = REX, GP y) (1,0)]. 
HRS AXRHONU EIE 
XG,0,0) S Re pLX + (x? + y?) (u,9)]. 
dr 0,9) = Gh y) 0, 

cH Razo Ebo 情形 一 样 ,证 明 类 似 于 第 三 章 命 题 
2.6 的 讨论 ， 读 者 可 自行 号 出 ， 由 此 得 下 命题 3.1.1 所 证 明 的 结 
P. 

5.1.2. 命题 .2.2.2 小 定义 的 集合 XL OD rm 3 ,具有 如 下 
VES 

DIF- XENO), FE XUapéum V. CT 类 函数 
F, V-RAERFOD-0,dF,z0,BH FO = XV NR- 
XU) OEX2.3)$ F XQ. 

KM FORCE’, FURCH U(E -DUDEN 
2.2). B AFERON (E-E UDAD ME XeS:0)(.4. 
D ARERR TF FO(OUOCE. 

S-—-YcFQ msg X. 

DERAH DDE 2010) 2 36 - X" QD B 

OYE XEDD I Xe OXT 3: fà 构 稳 定 。 

证 明 概要 . 命题 a 款 ) 的 证 明 已 给 于 DS, T]. 作法 类 似 于 
SLL 我 们 限于 讨论 的 作 靶 及 dF 的 计算 . 


“90* 


M L-(ge0). EXE bpEy 处 的 一 个 匀 断 截 线 , RDECTC 

#9 Y,Y ij Poincare 映射 由 
IY pu) =Y T Qu Y) uu) 

SEX, Hh TG, Y) i8 gCo(Y T (,Y) 2 = 0, u€ LS HUE 
Xa 此 中 了 (p,X) 是 周期 轨道 ?的 周期 ,因而 了 tws 耻 为 C' 类 . 

3) 对 依 形 六 E 210,0) H L EBRR EX 

FO) =a(¥ ,u(Y) - (Y), 

其 中 sd auo 1 隐 式 地 定义 ， uM FCU. 图 
60a rij th n^ CC,00 > 0 的 情形 . 


pue 
HH ea 
BAE FO ROWY EE EE), RY 
黄 小 , 因为 在 此 情形 仅 和 有 抱 的 非 双 曲 周期 轨道 的 邻 域 O0 ,使 对 
&j— Y €V, 勾 断 98 Q0, if Y 恰 有 两 条 (或 一 条 ) 双 曲 (或 半 稳 
定 ) 周 期 轨道 ， 边 界 0V C) 则 由 两 条 曲线 C C. 组 成 ，Y EV 在 
C, 上 指向 V G0 内 部 , 在 C, 上 指向 外 部 ， 
H FQ) 0 B, Y REXEN dr: Ci Cs, ILE 602, 
4 0, (Y) , 9 (Y) v0 YO RGIROE BIB YM -V Q8 9 
与 Ci m. 类似 地 , 设 
o, (Y) m (Y2 sesa (Y), 
表示 Cs 上 相应 的 端点 ， 显 然 , 这 些 点 Os ap ARANAK 
TOM 的 轨道 通过 , 可 参 君 图 49。 用 2.4.5 的 记号 写成 
X€EtG,a,ha,lo), 
显然 , 当 且 仅 当 对 每 一 对 jj 0r (O0) a, N RS Y € XI. A JG 


Al 


ERYR X1€ QoS) m PE BU hr1= 0 的 情形 ， 若 1> 0 , 则 
BA W Yi, EE 任意 小 , 且 对 每 一 hy 六， Orla YD = 
2,CU1). Hilt WAT Qi Y RARS o 相遇 次 数 v 
Fovo), F(Y)--0. 

今 补 用 一 个 较 好 的 符号 Ed) 来 表示 满足 Dod)» 
ELOR EU, e) 的 所 有 性 质 的 场 的 集合 , 但 除去 一 条 , fe Vin. 
条 不 同 较 点 的 联结 线 , m 条 切 于 3M 1629 — i Pal, DU m k 
急于 3M 恰 一 次 的 壕 点 分 界线 , 并且 满足 n=m + +m. 

由 此 可 知 


Fidocz'v[Uz«ed] 
del 
其 中 m= mis(L), 

Plin d m-1i.WeFuBcxcE. 

a^ y mz 2, WN V. Ehi, 并 不 能 明显 地 看 出 FU (RO 含 
ToXid.dyu. 63.2.2 中 曾 给 出 一 个 由 2.4.6 所 定义 的 F, 
a), E FL, 0 RERA D20, kalo) 的 在 Z h Ex, 的 
BITE, 为 得 出 命题 在 a 款 ) 在 E 卫 !(2,0) 情 形 的 证 明 ， 还 须 证 明 
dF,*0. 这 是 证 明 引 理 时 用 过 的 ， 对 情形 X €x10,0 的 一 个 
事实 的 推论 ， 而 拓扑 等 价 的 作法 与 第 三 章 的 作法 相仿 . 

b) MERER X € 250,0 ,我 们 以 曲线 厂 = (X-f-7 0)fE 
2755) UR. EXET = - OQ AH PAYA 
Q»2 0, PVN pTO, P, BOYD EXC Tj TY) 依 
(Gf GO ,T (uY) 0) = 0 隐 式 地 定义 . 

BA F 为 C"… 类 ,因为 1 为 C" 类 . 

b^) 为 确定 计 ， 设 ?是 元 的 一 条 吸 型 局 HND CE p= 
bUGO RET 0M, 

EV QD) 为 ?的 一 个 邻 域 ， 使 OV (0 = QUO, XR Cs Cs 
是 闭 曲线 ， 使 对 每 一 软 近 于 万 的 了 ， 均 指向 亚 (>) 的 内 域 。 见 图 
605, 

2E a SO, EL omo, io 1,7, 5, iXX Equo, Hitik 


TT 


2M 1 {0 


图 60b 

点 分 界线 及 切 于 0M 的 雪线 交 于 C. 

25 FQ) 0 时 , 了 的 负 轨 线 OO TES BOO RR CUT 
唯一 点 a( 了 )， 这 样 , 当 且 仅 当 对 每 一 ?= 1, E E aO) +o) 
时 ,了 CX MEIRW, Y CXt(4,D UEI, o). 24 k= 0 时 ,由 
X€SZiGa, DII, dg 4E o Y, EFO E RN HY CE b) U 
234.0. ButiEti (0) SET-RBE LAV QD so 38 P (0) 0 
时 趋 于 =. 

显然 了 EB" 相应 于 F0. EFEO) = 0 时 的 了 及 X 
之 间 的 拓 提 等 价 的 作法 ， 则 是 正则 区 域 方法 的 常规 应用 ， 注 意 此 
时 只 出 现 一 个 基本 结 点 域 ， 见 图 eoe, E eod 则 画 出 了 情形 bons 
分 枝 点 ， 


amt ' 


图 soe Hi 60d 
为 了 给 出 3.1.2 的 证 明 ， 尚 缺少 的 是 dF 的 计算 问题 . CRGA 
引 理 就 来 做 这 件 事 ， 
3HBR 1. Ey (O = (00,702 8 T EE Y = (Za) 的 一 
积分 曲线 , 即 方程 


gg. 


dy uto 


o 
H5 y Gun) 


dt 
之 一 解 . 
4 Z-(,,Z203& Rp BS BAT v (为 的 法 分 量 


g( = Z2: Ys QD o OY (o (0) 
IY Qa» 


Pup (v, (D o, (D) 是 线性 系统 
w= oops «9T Outo, 
àx, dx, 


e 
v2 Y* yw Ys (oto e Zo 
EEA Ox, 


的 解 , 7 (6 满足 微分 方程 


| 


v= 00 - TES etos den. 


QUO, — (0 

其 中 
Y =Y (pH) YH) = VIG (DO + Yi(y ^, 

YD = Zio ch » 且 det (Y, Z) =Y, Z; - YiZ,. 


但 线性 微分 方程 ( 8 ) 的 满足 初始 条 件 7(0) = 0. 的 解 是 


20 "oret ‘ean [n « C exo (-f o Onde) 


. dett(Y ,2) de] 
[Y (0) 

证 明 . 对 ?=7 人 的 表达 式 (4) 直 接 求 导 得 到 . NI 

注 1、 由 表达 式 CA) 可 得 出 结论 ，Poincare 映射 的 导数 可 
dia! (O nexo | o 0n déà li, 见 第 一 章 85， 为 此 只 要 到 Ze 
0 ,2%o= 工 即 可 . . 

注 2 . 还 可 断言 ， 若 r0, A: 万 > 工 是 与 一 个 场 .Ko= 大 (xy 
Ao 的 周期 轨道 yo 相关 的 Poincare RH, dich X AMRF 


HP 


a) 


a 实 参数 的 场 的 族 , 改 可 知 , 如 工 是 ?的 法 线 ,出 


à 97 (AD LL : 
S nho s 20. — ("exp d e QD (vs Code) 
aA KORRI ° 
det (Xe Qu 49) E Aot. e 


AS, REC m= 9 及 Z00= eap 即 可 ， 这 样 方 
程 (2 ) 将 与 给 出 单 参 关系 能 流 的 导数 方程 相 一 致 . 见 第 一 章 定理 
1.1, (5) 由 ( 4) 推出 , 取 E ea 即 可 . 


38H82, WÉUJEHE L CE Rog VB y ut L-(p* 
v) v= X! GY/IXCOMN. 
则 在 坐标 s 下 , a) 中 定义 的 下 为 
F(Y) = G,z(Y uY) -u(Y), 
县 其 导数 为 ; 


dFOODZ 2 Xo» ol -fo au)det CX, dt, a) 


其 中 7T(p,X) -T Roy 的 周期 , LAR oX), det X, Z) 的 积分 
iE y uim. 
证 明 ， 求 导 即 得 ， 
dF Z = (v, Dia (Ysu (Y +Z + Dia (Y su (Y) Duty) 
IZ-DOQODZ) 
= (u, Dia (Y uY Z + (Dir (Y uY) -1) 
*Du(Y)Z) 
20,Da(Y,u(Y»*Z). 


XESEJEEX GG) = X 4 MZRI—THECZ ) 的 式 (5) 得 组 (ps0) 


2Q0.DaQ0GuDZ),. Bulb, M yv XERA EEH a). 
引 理 3， 对 情形 b),， FOD = -fI 导数 表达 式 为 ， 


496 


, 
dF, (2) = -Z (GO»,YDIVfCpeqn|, e z 
7 YOY) "n 
T(r; 
， 


其 中 SD = (7 exp = od dudet(Y, Zai, 


X TQ») =T), 7) 是 了 的 周期 轨道 的 启 期 , 积分 沿 轨道 计算 . 
证 明 ， RIWAYA OYD=0, 
YDY TY), Y), pY) = 0 R (Y, T OX), Y), 
PD = pOD., 对 上 述 式 子 求 导数 ,得 到 
DygiY,T GOD YO pD Z+ Dg (Y TP) YO (YO 
"EDT (PY) Y), Z] Dig (Y TOXY),Y), 
PQDDpQD:Z-2 DpY»«Z, 
出 此 得 ， 
C1-a’ (pT)I Dp). 
= Dip Y, TPY) Y), pD Z -Y (YD LDT- Z1. 
APpFOO)--fOQODKSS 
DF(QO*Zz -dfip(Y): DPY) Z, 
于 是 出 
I ASA 
给 出 
DEY) Z= -U-z'GQO)»,Y)1?df GX(QY»* 
Dig(Y T(P), Y, p(Y)) -Z, 
依 引 理 1 的 式 (4), 可 断定 Dipset) ZEY SEP OO PRIORE IHRE 
影 记 下 式 给 出 
Ytp 
MT pF) ,I)) Er 
又 因 dE YEY) =Y s Y OQ(0),18. 
VN ,rp TD 
DEY) Z= -zx'p(Y),Y) UAR C 
AVEN Y (UD SE), 


S.) =- 全 exs( -| oan) jierar nat, 


495. 


于 是 在 pOD REIS (E f, Y^) = Iv fl AY] BRER (b)， 
由 表达 式 a) Kb) , 对 于 AFA 0 的 情况 是 显然 的 ， 由 此 得 到 
命题 3,2)a 款 ? 证 明 的 主要 步骤 ， 

对 b 款 ) 及 c 款 ) 还 需 作 某 些 修正 , 然后 再 用 第 三 章 的 方法 ， 便 
ARRE. LAERET. MN 

3.1.3 命题 . 2.2 中 定义 的 集合 LiG). r> 3 ,具有 下 列 性 


质 

a) 对 每 -- X € X102, (EHE X" vig4gta V. R C 类 函数 
FQyV-—RuEFOO-0,dF,20, X F'(05V0(X"- X5 
$T. 

此 外 , FUQ(QUn(0DCE', 
X4—YcrFoutnfatsg TX. 

b RAAMI DOZ V =- XO) 

c) MBDORS XEO, X EZD 关于 XE" ERRE. 

Jf REB UEBQHIZELTTHOiEAg. AFET: 

FQ») = Q7 ow», 

其 中 p( 了 DD) 由 ("用 (p) -0 fü» =0 隐 式 地 定义 ， 此 情形 的 分 
核 园 形 如 图 61 所 示 . 

两 个 抛物 蕊 点 ,一 内 切 , 一 外 F>o 
MG, Æ F=) 时 合并 成 为 一 二 一 
-FERDA F> NAM 


F=0 
R. KG 一 
3.1.4 命题 . 2.2.2 中 定义 
的 集合 Zi D» r2, 具有 以 下 性 » Fo 
i KE 
a) M 4&— X€230) 存在 


ETHER C RRR F V 
>R, fi F(X) 20, dFX+0, H meu 
FoqQQsCOGVDC “27)) 含 于 如 (3) 中 ， 

Jb, FRO CE 及 FRO CZ'U CI -X' (D) (定义 


n 


2.2), EF FORON -UD D, itis Xcsru aa. 
D, BRTERRF, F1 GO Xr. 

&—Y€F-(0)5 X initi. 

b» RAAE FOE [002 xt-X' uh 

9 BOCA X€X(DN, KEXI 关于 ;1 结构 称 
3E. 

WEB. ARAE, EERE X CXLOD 不 为 
结构 稳定 的 那些 娄 线 , E 
引 理 1， 设 下 为 一 具 一 蒂 点 的 场 , 了 是 其 分 界线 9 在 9 点 的 
法 线段 . - 

FERED RI 的 BRV OO, SERERE Y CP OO, 
Y RÉ—4 E pO 作为 广 中 唯一 奇 点 。 又 其 有 了 唯一 一 条 过 
PODBIAUE, SRBI RFA, BEADOK EFV 
中 ;函数 9: Mid ACR, H: 

dg X) Z= e f exe(- f. o OO di Heth, Zt. 0 


X toi 
EI. 为 确定 计 可 设 ? DL POS o AIRE. EIE RR 


Ae VR pa ARR b IXEN bids, BO P 3 
SUP Y UAZHRAR Sr 077. 见 图 62. 


Uh DUE XI QO HEX, HARRY, HARR 
《或 更 一 般 的 ,不 变 流 形 ) 的 存在 铂 及 唯一 性 的 证 明 , 即 可 出 隐 函 数 
定理 得 出 diit Ya X C A, 

公式 (1) 巴 在 LS:] 中 证 明 . 

IEP o BERA MS - 

da% Z= ai exo( - f o OO de det CX dr. co) 


TE 


引 理 2 . RAXA —ÉORGABUS Po P. 的 分 界线 ME 
TEI pip, RRV EXHIBIR V. CO ,及 C ERE FL OO P. 
fi df (Y) 0,34$g— Y €V COR. 

a) HARE y ARRA D O, 0 OD IARE 
(使 p, OD & TV hE) 20 

D ARRA YTEV tor Bo OEHRARM, FO) v0. 

证 明 . 设 了 是 ?在 点 9 处 的 法 线段 ,Fr, 是 pg WRR 
FOD £2 1,2, 是 的 与 鞍点 p HENRI). 定义 
VP UFa ARVO VOND. 

ALOYE) 的 唯一 鞍点 , EFV h, Ra 是 
pL EGRE 2 RRB T RR, MASIR 1 09 a 20 BAL 

F(y) =q Y) -a Y) 
ELF: VOSI RURSIB AR, RIRIHARIRAR 
2 , 即 得 


dFQD-Z- Ux exp ( - foco Jiet naci 


引 理 3、 设 部 为 一 向 量 场 ， 有 轨道 ?在 p EOM IER — Bao 
TA. 令 了 为 ?在 9 处 的 活 线 段 , 列 存 在 轨道 弧 P, g 4p LX 
的 邻 域 扩 (8) ， 使 得 对 每 一 Y CF OD, Y POPE BI A 
PO , 且 此 轨道 与 线段 了 的 交点 9 (了) G9 0000) & T V. 
WE 63, 

ite VOI AC R, ER Y €V UD, 

da X Z= i n exp( -Í o Odi Jet (Qt, D dh 
dtp T SL pu BERRA, 

证 明 . 我 们 记得 ,点 OOo Bm SYD 0, («0 OD = 
0, pOD =p EX. to X*G) /IX (9  Bik «v o, TO». 
pO -q»20TQOD =T， 定 义 7 了 (让 作为 使 p(X,T(X)， 
PAD = q 了 的 极 小 时 间 ， 再 定义 


999. 


400 = (5o, T O), p» =g). 


E 
da(0«Z = (v, Do OG T, p) Z+ DjpCX, T, D DT (Y) -Z 
+ Dip (X, T, p) Dp (HZ) 
= (v Dip (XT, p) e Z+ Dp X, T, p DPX) Zy 
= (v, DeX, T, p-Z) 
i Pe " . 
- - Žydi. 
epil exp( f ooos)aeax Zydi E 
“pos ~ 
i DIL CA aw " 
EM de rox un ha 
au nan iM x M 


m 63 B 64 

下 理 4. BIXA C R, REMA p CEM 上 有 两 个 增 
PPDA b bo BIM Pipi 含 于 DUM rb 

TEE TE Eb p; IIR, Ca AL V. OO TE C'7 RAR F, 
OO 局 EPOD = 0 qdFr0 JHUAEDC Y y RA, 
在 0M 上 具有 两 个 抛物 内 切 点 P Y), p O0. OR b OO p. Y) 
EFH, FQ) = 0, 见 图 64, 

ED. RUFI. AIM Py 及 paa DIAS. n 

FY) = (ug Y) - aO), 

HE 


dF QD Zl. exp (ceo 由 det (X, Dat, 
Ub T0 v 035 p. (SIEHT. NI 

BH. veis XC IRLS p, CIntM 的 分 界线 , OAT 
-上 以 b. HHA s 

设 9 是 ?上 一 点 ,了 是 ?在 9 上 的 法 线 ， 则 令 FEO) =g 
a Y) Hh q ORKI LE, g Q [| RE 2 ELF: 


100 。 


当 且 仅 当 了 有 一 鞍点 b KARR, CE POOF 0M, E 
PEN 一、 

EA 5 Q0, 50 BT. bip 之 一 邻 域内 时 , FO) -0. RES. 

五 的 导数 由 下 式 给 出 


dPOD-Z- xi IN exp (于 四 det X, Z) dt, 


HARE yO = e OG t, p) ifti. 
8136. 设 XEU, a D GEX 2.2.6) 为 一 以 上 点 为 顶 的 奇 
PAS yoik y ARE o CO (00 . 


"mu r 5) 
i Sane 5. 


nt 


LE 
WEE vU (p) 494A V, X de X" 中 的 邻 域 V(X), 以 及 一 个 
类 函数 下 VQO-R, 使 R(X) 20, dF CD x0, V =C U Ca 
;为 每 一 了 EV(X) 所 勾 断 ， 


见 图 66. 

并 且 ， z 

3) HERS YAE E & 
HELP OD UN) AYE : 
V qu Bu pO 为 顶 时 ， y 


五 (Y) = 0， 此 奇 闭 轨 为 了 的 每 
一 过 C, 的 轨道 的 @ 极 限 集 . 一 
BEY 5 XI ater. 图 66 
b) 当 且 仅 当 了 有 唯一 双 曲 周期 轨道 Y(Y)， 且 它 成 为 了 的 每 
一 过 C, 的 轨道 以 及 p(7) 的 不 稳定 分 界线 的 o 极限 集 时 , FO) 
x0, WE 67 iibi] Y €Z^5 
c YERAY EV PEDAH KERAN, FO) 0, 
此 时 p( 了 ) 的 稳定 分 界线 之 一 与 C1 交 得 一 点 a(Y), ILE 6T, 


EU 


x FO(ROcX' UZ ad) JZiG0. 
I ZARY Xe o DN, FA GC, 


uma aD o; 


© (Œ DE 
4 Jn" Q5]' 


图 67 
证 明 . Kg F =g- q 如 引 理 2 给 出 , 但 取 如 = o p. Ë 
了 的 一 个 定 击 ,使 每 一 不 等 式 成 立 ， 这 时 , 依 图 67 所 给 情形 , 正 向 
EXIGIT 
线 C, TAARI 8 FE ER (图 上 为 负 向 ) 得 到 - 
情形 也 中 周期 轨道 的 唯一 性 ,及 情形 a) 中 周期 轨道 的 消失 ， 
可 用 命题 3.1 的 引 理 2 的 同样 办 法 ， 沿 六 在 信 中 的 轨道 狐 上 估计 


«ELDER 

AV oO), o0, ns o, O 记 鞍 点 分 界线 及 与 0M 相册 
的 轨道 与 C: 的 交点 . 

在 情形 中 中 , (7) >>0， 且 当 且 仅 当 对 每 一 i= l, 2, 5 
aF) so, (Pit, YEE BUY EEN, ad) UBIA, o, 

BiA ER a Y EFR, S & «0, 亦 即 当 YESU, 
a DRH. 

KA FQ =0 88 Y I3 X zeit A EE AGES , 7C A 
BRRR EZEREK, Bini C. 的 毒 闭 轨 所 界 的 域 , 可 如 第 
三 章 周期 轨道 的 情形 处 理 之 ,详情 岗 [5s]. T 

ik. 读者 应 注意 情形 ZU, D E 230,0). 之 间 的 类 依 性 . 
事实 上 , 当 两 切 点 重合 时 ,前 者 即 可 视 为 31(4, 5) 的 特殊 情形 . 

引 理 6 实际 由 命题 3.1.4 的 a 款 ) ,就 情形 X C214, D 
而 证 明 的 。 第 三 章 的 另 一 些 引 理 及 方法 可 用 来 处 理 其 它 情形 ， 即 
TEE X10, od), Bi, b), X140), 


BE 


命题 的 b BO X c 款 ) 留 给 读者 证 明 ， 

定理 1 的 证 明 . 由 命题 3.1.1 及 3,.1.4 得 出 , 

定理 2 的 证 明 . 由 定理 1 即 得 ， 至 于 S 在 Yi 中 的 稠密 性 ， 
可 用 命题 3,1.2 及 3,1.4 的 证 明 推出 .在 此 情形 又 应 注意 ， 对 每 
— XE ËD FO0»08j8 Y C91 S XEEXGEGR, 


PREN 
——— 


uA He 


xe 7 Sau 


xam 


Egan x 


ann eS EROR Eh. 


` *ulci 
~ Fo 
= o 
E NNR 
一 : DET 
Xa) BD — Xo 
x Gud 
EES 
se a AT 
= NES] 
图 68 


68 中 ,就 了 >>0 的 情形 , 画 出 了 Xt 的 不 同 连 通 分 支 之 间 的 
相互 影响 的 种 种 情形 ,这 可 以 从 3.1 节 的 讨论 看 出 来 . 

3.2 定理 3 的 证 明 ， 

本 节 给 出 定理 8 证 明 的 一 些 思想 . 

5.2.1 一 般 分 枝 图 形 . 


rise 


SURGE 35 7 (at UED. 分 支部 分 表示 Z'。 

此 图 把 Zi 的 分 支 与 Wi 的 另 一 些 分 支 一 一 已 在 3.1 节 中 指 
出 各 种 类 型 一 一 以 有 效 密 切 方 式 画 出 . 

5.2.2 定理 3 证 明 概要 ， 

首先 研究 FLOS a) 的 情形 ， a 

4 FJR3.1.2 REXHA 3t, F70) x R3" 以 8@(Y,9) 


-my-.( S SIN y 定义 之 , 显然 依 3.1.2 中 dF 的 公 
—sinÜ cos 


式 , 可 知 B 是 一 局 部 微分 同 胚 .这 等 于 说 , EOD 的 每 一 邻近 场 均 
可 由 于 (2) 的 某 一 场 旋转 得 到 . 

此 结论 对 9<0 且 其 小 的 情形 也 都 成 立 ， 而 RX AMA 
并 集 由 平面 环 域 表示 .应当 特别 注意 场 久 EZ1(2, a) 的 稳定 轨道 
的 出 现 . h RX, 9>0， 在 取 常 数 角 9 时 ,得 到 一 族 曲 线 
C (0) .在 这 些 曲 线 上 设置 一 个 内 在 坐标 "= const, RIT rr RC (全 
取 坐 标 u 使 得 曲线 {u= const) 成 为 曲线 CO 的 正 交 曲线 (图 
69), 

作为 ReX RRR = const u = const, 易 知 对 每 一 
甚 小 9>0 , R.X 的 国道 将 满足 某 一 形 为 


dw. 4(), A> 
dv 


的 方程 .这 祥 , 对 RLX (0) UII EGEL, ZÉ u (v) c s GO RE 
2 而 言 为 常数 ， 因 此 , 在 坐标 F, 每 一 弧 在 曲线 CC) ESERSDE 
域 中 将 保持 自己 的 过 渡 位 置 . 

由 此 可 知 ,在 8.1.2 证 明 的 a 款 ) 的 记号 之 下 ,使 X FIO.) 


u- C. “=C, 


的 条 件 ,将 等 价 于 条 件 
点 o, CO 9 RT 8 — 348. u (0, 0) 7 u(2, QC), 
co [sss coms u [15g —3E (Bu (a CX)) -u(a CO 
恒 不 相同 . 

此 处 点 <(") Eo C2 即 为 坑 点 分 界线 以 及 相 切 分 界线 与 ? 的 
一 个 小 邻 域 一 一 由 CO C00, 其 小 ) 所 履 盖 一 一 的 边界 的 交 

现在 从 曲线 C (CO) CREER AGAR u ELN, RRT AHER 
线 , 即 可 看 出 ,所 说 的 条 和 件 (+) 即 为 Pi(2, a) 的 一 个 定量 刻 旭 . 

显然 , FiO ODE Zo HAA. 从 而 , de PECES AR 
ZiG,o) 内 域 为 空 的 . 

也 很 显然 ,这 一 分 析 以 及 在 3.1.2 的 证 明 中 关于 集合 Inti 的 
讨论 ， 正 好 就 是 31 ~ Fi(2,o)、 此 即 证 得 定理 3 的 第 一 部 分 ， 定 
38 8 的 第 二 部 分 的 证 明 , 从 技巧 上 看 巷 为 复杂 ,其 基本 思想 在 于 验 
W, 对 每 一 31 -多 ;的 情形 , Zi 的 密 接 于 Ii- Si 的 部 分 一 一 其 分 
核 图 形 已 如 3.3.1 一 一 的 切 平 面 , 当 F(Y)990, F(Y) 08] T 
Z-S 的 切 平面 。 这 时 ,3,1 BETTE) FR dF 的 表达 式 ,是 个 关 
键 性 的 工具 . 

5.8 定理 4 的 证 明 . 

D 4l 31 的 族 5 的 集合 S: 的 稠密 性 ,已 证 于 [5 T3. 

2) 由 此 同时 证 明 , 使 Sla, 63C E" U Zi 的 族 上 的 Si FR 
Sio CARH. WE Fi, 0) 在 21(2, a》 中 为 闭 且 内 域 为 空 之 事 
KEA, Si 的 使 (Lo 5D CZ U CL - FiO DHR E DRE S 
tio ids. 

3) S AFREK, "IHDESÉ 3 中 薄 壳 结构 出 现 的 匀 断 条 和 件 
的 开 集 性 质 推出 . 

4) dk CS" ARRETE MEN- SD 的 邻 域 的 余 集 

一 -- 它 由 有 限 个 点 a (E), a (0, 7, 2, 00 组 成 一 一 直接 推出 来 . 


依 薄 过 结构 , 可 设 每 一 在 二 的 邻 域 8 中 的 在 V E mgr 
zi. 


105 。 


这 样 ， 取 含 于 5(5) dS — MESE 2 = 去 + Q- Ds 余下 怎 
样 作 2.4.4 中 定义 的 沿 初始 曲线 (5, A00, Os ESIR 
7) (25) 定义 之 ， 且 使 两 者 洱 的 区 润 对 应 于 n GVK, 
70 一 一 的 同 胚 4，[a,6]>Ea, b), 也 就 很 清楚 了 .同样 显然 的 是 , 依 
定理 1, 沿 此 曲线 上 的 每 一 向 叔 渐 均 拓 卸 等 价 . 
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5) 族 点 的 结构 稳定 特征 , 可 以 从 S" 的 稠密 性 , 并 结合 第 四 况 
2.6 的 方法 氛 测 来 ,这 种 匹配 法 ,已 经 多 次 实践 
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实 平面 与 复 平 面 上 微分 方程 的 
奇 点 与 极限 环 ” 


IO.C. A PRR nameno) 


51 


TIETEN, RAJPUR EREA ERE T TEC 
变化 ,使 一 些 本 世纪 初 使 已 完成 的 经 典 工 作 , 在 最 近 一 个 时 期 里 重 
又 受到 挑战 ， 举 个 例子 ，Bendixson 的 论文 20 (准确 地 说 , 是 第 
二 部 分 ) 便 是 如 此 . 该 文 第 一 章 包 含 著名 的 Poincaré-Bendixson 
定理 ， 其 余 五 章 涉 及 平面 向 量 场 的 厅 性 分 解 .第 一 章 早 在 1941 年 
就 已 译 成 修文 ,其 余 内 容 最 近 才 被 译 出 ， 但 关于 奇 性 分 解 的 Ben- 
dixson 定理 则 不 久 前 才 获 得 下 进 "4 ，Dulac HER 0938 
到 同样 命运 . 几 个 月 以 前 ,在 Dulac 的 最 桨 名 和 的 有 限 性 定理 的 证 明 
里 ,发现 一 个 漏 润 ， 但 另 一 方面 , Dulac HOS AJROOUEDA SA 
的 中 心 焦点 区 分 问题 ， 浊 供 “条 邱 径 . 所 有 这 些 , 羽 及 相近 问题 ， 
组 成 本 文 首 章 内 容 . 

二 章 将 讨论 柯 点 的 正则 形 理 论 ， 如 Dalac*s“ 指 出 的 , 这 
个 型 论 与 极限 环 理 密切 ， 在 本 举 由 我 们 并 不 拘 记 于 维 数 的 
限制 ,认为 它 具 有 任意 维 数 或 许 更 方便 ,和 A. 卫 -BEpmo 在 发 展 了 
解析 向 量 场 的 正则 形 理论 人 以后， 断言， 将 向 眠 场 化 成 正则 旋 形 的 
形式 级 数 ， 在 共振 情况 下 ， 常 为 发 散 的 。B .HE .ApHonsx 又 提出 
一 个 我 们 今后 将 予以 验证 的 建议 , 即将 此 种 发 散 性 称 之 为 “标准 情 


nj 
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W”. Bemso 的 理论 说 明 , 首先 ,解析 分 类 似乎 过 于 “精细 ”其 次 、 
该 理论 并 未 涉及 解析 分 类 的 不 变性 此 种 不 变性 与 形式 分 类 的 不 
变性 不 一 样 )， 但 最 近 一 段 时 间 , 解析 向 量 场 的 全 纯 不 变性 理论 已 
取得 长 足 的 进展 , PLC, 44, 45, 173。 另 一 方面 , 在 向 量 场 光 
渭 分 类 的 研究 中 ,也 已 取得 很 大 的 成 就 9. 
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第 一 章 x 平 面 
$1. HEJM 


平面 向 量 场 退化 奇 点 的 研究 , 绝 大 多 数 是 借助 于 奇 性 分 解 的 
各 种 变形 方法 。 Briot-Bouquetteo 首先 将 奇 社 分 解 用 于 微分 方 
程 . 

约定 ， 今 后 如 无 例外 , 凡 直 光滑 向 量 场 .函数 ,映射 以 及 微分 
AE ARRATERA E. 

11 o 过 程 ， 这 是 奇 性 分 解法 的 一 个 代数 变形 , 它 对 任意 维 
空间 中 的 光 清 、 实 解析 及 全 纯 向 量 场 均 可 施行 . 此 处 考虑 实 解析 
的 平面 情形 , 详 见 C7]- 

著 虑 有 和 孔 平 面 R*- (0) 在 射影 直线 RP 上 的 自然 映射 
BEA RAO HRY RO 的 直线 ,此 映射 之 轿 记 为 Mt 则 它 在 
直 积 R*xRP'， 中 的 阔 包 疗 , 是 个 二 维 解析 流 形 , 且 微 分 同 胚 于 
Mobius 带 , 就 第 二 因子 的 投 英 cc MRAR ELI CM TOU H 
影 直 线 RP', 而 投射 x，M>R*-{ 0 3 为 一 解析 微分 同 凸 ， 

引 理 .一 个 在 平面 R* 的 原点 邻 域 中 给 定 的 解析 向 量 场 ,对 应 
于 一 个 在 射影 直线 RP!( 在 Mobius 蒂 中 ) 的 邻 域内 定义 的 解 本 方 
向 场 工 .路 去 分 布 在 RP 的 一 个 奇 点 有 限 集 ( 可 能 为 空 ) 外 , 场 节 
处 处 有 定义 . 场 工 在 投射 rz MR -{0) ZF, RAERD V 
的 方向 场 ， 在 场 的 每 一 帝 点 分 域内 ,生成 某 一 个 解析 向 景 场 . 

BFE R 变 为 流 形 及 ,同时 又 将 场 信 变 为 场 工 的 代 换 , E 
称 为 0 过 程 ,或 者 呀 做 奇 性 膨胀 .在 0 过 程 下 , 奇 点 一 般 说 来 已 较 
原 有 的 为 简单 ， 引 理 最 后 一 个 结论 告诉 我 们 , 可 用 归纳 法 继续 施 
行 过 程 ， 自 然 需 提出 问题 ， 一 个 向 量 场 的 奇 点 ,在 经 有 有 限 个 o 
过 程 后 所 能 变 成 的 最 简单 奇 点 是 什么 ? 
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对 于 平面 上 解析 和 光 清 情形 ,可 用 疆 (germ) 的 概念 加 以 陈 
z. 

1.2 ”解析 向 量 场 的 奇 性 分 解 . 

定义 ， 平 面向 量 场 的 奇 点 称 之 为 初等 的 ， 若是 场 在 此 点 的 线 
性 部 分 的 系数 种 阵 至 少 有 一 个 非 堆 特 生息, 

奇 点 的 “初等 仁 ? 有 两 重 含义 ， 第 一 ,如 下 面 定理 证 明 的 , 非 初 
等 奇 点 可 以 旭 原 子 一 样 “ 分 型 "成 初等 琳 点 ! 第 二 ,初等 奇 点 结构 简 
声 丰 一 适当 的 卡 hart) 上 写 出 , 则 在 奇 点 邻 域内 方 保 当 
: it， 非 初等 奇 各 有 时 称 为 复合 再 点 . 

定义 ， 设 全 纯 方 向 场 LERA O ADAPT IURIS V 给 
出 。 车 0 是 场 及 的 初等 奇 点 , 则 0 也 称 为 是 场 也 的 初等 奇 点 . 

Bendixson gEERCO, 实 平面 上 具有 狐 立 奇 点 的 解析 向 量 场 ， 
经 过 有 限 个 o 过 程 后 , 可 变 为 一 个 只 有 初等 奇 点 的 解析 方向 场 . 

这 里 ,我 们 以 近代 方式 陈述 此 定理 ,但 其 实质 并 无 变化 . 

对 复 解析 情形 ,类 似 定 更 已 被 Seidenberg ER”, 

1.5 光滑 情形 ， 稍 早 些 上 时候, .Dumortier 作出 了 一 类 平 
面 光滑 向 量 场 *' ,对 此 场 类 似 结果 也 成 立 、 

定义 。 以 原点 为 奇 点 的 向 量 场 V 称 为 满 足 Lgiasiewicz 条 
件 ,如 果 当 到 0 时 VD 1 的 减 小 不 快 于 向 径 长 的 某 次 宕 . 

” 注 。 实 平面 或 复 平面 上 其 有 孤立 奇 点 的 解析 向 量 场 ,， vein 
外 常 满足 Lsjasiewicz 条 件 。 

定理 fs?， 设 平面 光滑 向 最 场 太 满足 Lgiasiewicz 条 件 ， 则 
经 有 限 个 过 程 后 , 场 V 将 变 成 一 个 在 次 点 的 聊 胀 邻 域内 定义 的 
方向 场 L Eh 

O 场 工 的 一 切 奇 点 均 为 初等 的 

D 场 工 的 次 点 集 , 由 有 限 个 弧 立 点 以 及 有 限 个 位 于 粘 合 射 
影 直线 上 的 线段 组 成 ; 

(3) 在 每 一 孤立 奇 点 的 邻 域内 , 场 忆 可 以 由 一 个 满足 Lgjasi- 
ewicz 条 件 的 向 量 场 给 出 . 

本 定理 所 搞 述 的 陪 胀 , Dumortier 称 之 为 良性 膨胀 . 
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EX. 以 原点 为 奇 点 的 向 量 场 , 在 原点 处 具有 确定 切线 的 根 
ERA ROS REMAR. 

ERO, d a E RR Ies III ERA $ 征 
雪线 , 则 场 在 原点 处 具有 相当 整齐 的 有 限 阶 拓扑 结构 . 

这 表示 , 场 V 在 原点 的 某 一 邻 域内 的 完全 研究 ， 可 以 限于 : 
Tay ior 级 数 的 甚 高 阶 有 限 段 来 进行 . 


$ 2 。 平面 上 初等 奇 点 的 光滑 轨道 分 类 


21 EX. 在 零点 邻 域 中 定义 的 光滑 向 量 场 V 称 为 与 解析 
向 晤 场 太 形式 轨道 等 价 ， 若是 场 HER Taylor 级 数 可 以 用 下 
面 丙种 运算 化 为 场 环 的 形式 Taylor 级 数 ， 变 量 的 形式 代 换 以 及 
冬 以 自由 项 不 为 堆 的 形式 级 数 . 

A. 与 常用 定义 本 同 , 此 处 允许 “时 间 变 号 ”", 即 可 以 冬 以 一 个 
具有 负 息 由 项 的 形式 级 数 . 

EX. ARRAK ANENA S, 若是 其 中 一 个 的 相 曲 线 
BEBE SL REE 26 55 — TR ERR. 

2.2 P.H.BornzanosgEXA OH PHECUO , FERIRE 
其 初等 奇 点 的 某 一 邻 域 内 ,与 自身 的 形式 轨道 正则 形 (正则 形 定义 
见 2.3) 为 光 浓 轨道 等 价 . 

此 定理 曾 被 Borxazos 视 为 一 个 猜测 "证明 的 基本 部 分 已 
包括 在 工作 0” 中 ;证 明 的 陈述 和 完成 已 录 于 本 文 作 老 已 发 表 的 论 
文 《Dulac 的 论文 “ 论 极限 环 ? 及 中 心 焦点 区 分 问题 y 内 

Borraaoa 定 理 ( 光 滑 情 形式 ), 初 等 奇 点 处 满足 L%jasiewicz 
条 件 的 光滑 向 量 场 , 在 此 点 的 某 一 邻 域内 与 自身 的 形式 轨道 正 X 
形 为 光滑 轨道 等 价 , 只 要 它 不 属于 下 述 例 外 集 NN， 场 镶 于 和 NN 类 ， 
车 是 它 与 其 出 现 中 心 的 线性 部 分 为 形式 轨道 等 

此 定理 的 证 明 已 部 分 包含 在 “””! 以 及 作者 前 面 征 引 的 论文 
H., 拒 一 个 BorzaEos 定 理 直 接 和 初等 的 证 明 将 是 有 意义 的 .。 作 
者 的 证 明 并 不 简单 , 面 且 用 到 相当 多 的 代数 技巧 . 


" 
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对 于 类 六 中 的 场 ,BEorxagoa 定理 不 再 成 立 ; 例如 下 面 “ 超 慢 
焦点 ?之 例 所 示 : 3= (x,y) ERr? exte yh VG) = dz +e’, 
其 中 了 是 90" 的 旋转 。 

2.3 光滑 商量 场 的 形式 轨道 正史 有 形 . 如 上 述 定理 中 提 到 的 ， 
已 辑 于 下 面 表 中 5 (k, tm 及 n 为 自然 数 ,c 为 实数 ,#5= 053) € 
R3). 
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ee (0,1, -1) 
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注 ， 式 (4 与 [123 中 的 式 (1.6? 稍 有 有 不同 , 且 已 利用 了 Chape- 
ron 的 工作 ,这 是 下 面 一 般 定理 的 特例 .， 

Chaperon REC, 若是 两 个 具有 双 曲 将 点 的 光滑 向量 场 
形式 等 价 , 则 它们 在 此 点 某 令 域内 为 光 渭 等 价 (不 依赖 相 空 间 的 维 
E ). 

注 ， 上 文 所 辑 的 正则 形 均 为 完全 可 积 . 

本 节 结 果 对 于 下 文 陈述 Dulac 定理 的 证 明 , 是 十 分 重要 的 . 


$8. 平面 多 项 式 向 量 场 极限 环 个 数 的 
有 限 性 问题 
本 节 讨论 Dulac 的 论文 :%*1。 该 文中 证 明 的 一 个 基本 结果 是 
有 关 解 析 向 量 场 复合 环 单一 变换 的 一 般 形 式 定理 . 由 Dulac' 的 基 
une 


本 结果 可 推 知 下 面 的 定理 。 

定理 . 右 端 为 多 项 式 的 微分 方程 组 在 实 平面 上 仅 有 有 限 个 极 
RE. 

此 定理 的 证 明 中 已 被 发 现 一 个 至 今 未 能 弥补 的 漏洞 ， 为 陈述 
论文 的 基本 结果 ,并 说 明 怎 样 产生 漏洞 ,我 们 给 出 一 些 定义 . 

$.1 XX. 

AAEH. 

定义 ， 所 谓 向 量 场 的 复合 环 , 是 指 此 场 的 有 限 个 奇 点 及 非常 
值 轨 线 的 并 集 ,并 有; 

奇 点 集 非 空 

B toe t co 时 ,非常 值 雪 线 趋 于 奇 点 

复合 环 连 通 , 且 自 身 或 其 真子 集 不 得 收缩 为 一 点 

E. AARI HERDE RAR ENA BAAR ER E 
RGGIGHTSEA NEN ABASAR. (UAL D 


I6 


图 1 HASA, HEHUSURRAE AG. EO. 


B .复合 环 的 单一 变换 ， 

从 直观 上 说 ,复合 环 的 单一 变换 可 以 象 闭 相 曲线 一 样 定义 ,只 
TIE SIBI BOR UT ; BO Z5 BTA TEIR E V5 SA DCIEI RSIR BEA vl 
三 定义 陈述 如 下 . 

定义 了 所谓 访 量 场 玉 的 复合 环 » IPER, REIS S CT M. 
Da C06, RS RA TF WEE - 
曲线 D(0,1) 光滑 ,不 自 交 , 生 与 场 不 切 ; 
映射 厂 在 民 中 0 的 邻 域 中 可 被 无 限 光滑 地 延 拓 , 生 在 零点 有 


D 奉行 文中, 孜 射 工 及 其 像 FC0,1)， 作 者 都 不 加 区 分 地 称 为 半 匀 断 。 一 - 译 者 注 


[PEE 


IREESEDSIet, 

半 勾 断 的 可 取 卡 , REMAR DU SURE in PD, 
其 中 了 是 半 区 间 [0,1) 的 微分 局 胚 , 它 在 零点 邻 域 中 可 以 微分 同 胚 
MERE. 

it. GEARS REXE ERR — AA DP (0. 为 内 点 的 光 渭 曲线 . 
以 下 常 将 半 勾 断 连同 其 上 的 可 到 卡 一 起 考虑 ; 半 匀 断 的 映射 被 认 
为 与 半 区 喇 [0,1) 的 映射 昼 司 . 

Ry RDV 的 复合 环 , 厂 及 厂 'C 厂 是 以 为 顶 的 ?上 半 义 
瞩 ， 设 对 环 ?的 任 一 邻 域 [ 及 任 一 其 过 于 P IA aC ID AGE 
以 点 w(0) =g 为 起 点 的 正 半 罗 gs, EREN RSE T A 
Z. AAO 记 半 轨 线 pid 与 半 匀 断 的 第 一 个 交点 ,此 外 ， 
设 初始 点 9 及 终点 Ar(g) 的 半 罗 线 新 整合 于 邻 域内 . 

这 时 ,映射 

An (Tt, GU, qm, 
的 芽 合 称 为 环 ? 的 单一 变换 。 此 外 ,对 于 由 公式 an As (D 导出 
的 A, 的 任 一 表示 ,也 用 癌 基 记 号 及 称呼. 

注 1， 与» 为 闭 相 轨 线 的 情形 不 同 ,复合 环 的 单一 变换 对 于 半 
义 断 的 选择 是 重要 的 ， 为 强调 此 种 依 操 性 ,有 时 记 Ar X Arrt. 

注 2， 光 滑 向 最 场 复合 环 的 单一 变换 在 半 勾 断 的 每 一 内 点 处 
为 微分 周 是 ,但 甚至 不 一 定 能 在 顶点 的 邻 域内 C 光滑 地 延 插 ， 这 
TAAKSE EADAE, 还 由 于 单一 变换 本 身 的 性 质 ， 此 
种 变换 当 属 于 Dulac 所 引进 的 * 半 正则 映射 类 ?. 

一 旦 选择 了 可 取 卡 , 即 可 使 半 匀 断 与 半 区 间 [0,1) RE. 设 
R? 为 非 负 实 半 轴 , 于 是 如 同 G2, 00 一 样 可 以 定义 上 映射 (RR*,0) 一 
(970) 的 苹 与 jet， 只 需 把 零点 的 邻 域 取 为 半 区 间 (而 非 区 间 ) 即 
". 

EX. REA ICD EEESTLNT 
XE EC ELAMEN BUR f dir NA jet 具有 下 面 形状 的 表 
ES 


DU 


> 
| xex” t Dx p dnx), 
T 


C90, 0 o Cr UN, 
其 中 py 是 多 项 式 。 

FO 的 这 个 展 式 的 第 一 项 ON v) 称 为 f. 的 芽 的 主 项 . 

灶 正 则 芽 的 表示 称 为 半 正 则 的 映射 . 

称 映射 (3*,0)-> (2*0) WFA PRF WREE RREH 
所 有 单 例 导 数 等 于 零 . 

ES ARH, En 及 gs 是 具有 正 导数 的 微分 同 肝 (RR,0) 一 
RO 的 两 个 其 ,而 六 是 个 半 正 则 三, 则 合成 g heg 也 是 半 正 则 
IE. 这 就 允许 讨论 半 匀 断 的 半 正则 映射 ( 常 连同 可 取 卡 的 类 一 起 
AO. 

8.2 Dulac 定理 及 推广 。 

Dulac 定理 ， 解析 向 量 场 复合 环 的 单一 变换 在 适当 选取 半 匀 
斯 导 , 束 为 学 正则 的 ,或 为 平凡 的 ,或 为 平凡 芽 的 道 . 

Dulac 定理 的 推广 对 于 无 限 光滑 的 ， 在 一 切 阁 点 处 均 满足 
Lfjasiewicz 不 等 式 的 向 和 电场, 上述 定 理 仍 成 立 。 

33 有 限 性 问题 . 

Dulac 的 论文 以 如 下 款式 组 成 ! 在 引 理 和 前 三 部 分 中 ,证 明了 
上 面 所 说 的 Dulac 定理 , 再 由 下 面 的 讨论 推出 平面 多 项 式 向 量 场 
极限 环 个 数 的 有 限 性 。 
平面 多 项 式 向 量 场 广元 以 标准 方式 对 应 于 球面 上 的 一 个 解析 
HEH Vu. 说 得 具体 一 些 是 , 场 上 在 球 心 到 团 平 面 的 投射 下 给 
出 与 原始 向 量 场 广 一 致 的 方向 场 。 

几何 引 理 . 设 解 析 向 最 场 在 闭 二 维 流 形 上 有 一 个 相 蜡 极限 环 
的 叙 列 , 则 存在 此 叙 列 的 一 个 子 列 ,向 闭 相 轨 线 或 复合 环 (注意 , 复 
合 环 可 以 退化 成 一 个 点 ) 结 到 

前 ~ 种 可 能 性 可 以 不 计 , 事 实 上 ,解析 向 量 场 的 闭 相 曲 线 对 应 
的 单一 变换 为 可 递 全 纯 映 射 , 故 不 可 能 有 可 数 个 孤立 不 动 点 向 定 
义 域 的 内 点 结 聚 . 对 于 后 一 种 可 能 性 ,Dulac 则 根据 上 述 定理 和 


“115. 


下 面 引 理 加 以 消除 . 

BIB. 3CENUBBRM A G0 — (R* OO GRE, HOS AB 
射 ,或 以 原点 为 孤立 不 动 点 ， 

此 引 理 在 [38a2 的 23 节 中 ,以 如 下 讨论 给 以 证 明 . 

的 芽 的 不 动 点 来 自 方程 1(x) = x。 若是 了 的 促 的 主 项 不 是 
便 等 映射 ， 则 此 方程 有 孤立 解 , 即 零 解 。 消 是 菠 的 主 项 为 伍 等 如: 
射 , 则 映射 / 本身 不 为 恒 等 映 庙 , 故 方程 1(%) = x 等 价 于 方程 

x"P, (lnx) + Ox) =0, 
其 中 P, 是 非 零 多 项 式 、 此 方程 以 原点 为 孤立 零点 ;事实 上 , 除 此 
方程 以 x。 即 得 一 个 在 原点 甚 小 邻 域内 无 解 的 新 方程 。 这 是 因 
为 ,新 方程 右 端 第 一 项 当 x*>0 时 有 非 零 (可 能 是 无 限 的 ) 极 限 。 但 
ERES. EULBURCIXGENI. 

3 BOHBRSHORCH ERE, 对 于 一 个 以 x 为 主 项 的 半 正 则 非 
BUSH, HE f(x) = x 可 能 不 等 价 于 后 一 个 具 非 零 P. 的 方程， 
如 下 面 反例 所 示 , 此 引 理 不 真 . 

BUB fio xpx+e-wesin 1 为 半 正 则 ,但 有 可 数 个 结 紊 于 原点 
的 不 动 点 。 

5.4 RH. 

1 平面 R 上 多 项 式 向 量 场 是 否 仅 有 有 限 个 极限 环 ? 

2. 解析 向 量 场 是 否 存 在 复合 环 ,其 单一 交换 为 可 族 全 纯 映 身 
《其 或 全 等 映射 ) 附 加 一 个 非 夫 尾部 ? 

此 问题 与 上 述 反例 密 切 相 关 ， 即 使 对 于 非 退 化 散 点 的 分 界线 
环 ,答案 也 不 清 荡 、 第 二 章 的 材料 可 望 对 解决 此 问题 有 所 帮助 。 

3、 无 特征 轨 级 的 平面 解析 向 量 场 的 奇 点 是 否 恒 为 中 心 或 你 
点 ? 换 名 话说 , 是否 可 能 有 极限 环 的 可 数 集结 育 于 解析 向 量 场 的 
A 

据 我 所 知 , KRURA REBELAN AN TTE IS CA TE 
简明 化 情形 的 向 量 场 才 有 解 , 下面 这 个 有 限 性 问题, 似 已 与 Dulac 
论文 不 怎样 密切 了 . 

4. 猜测 (C43]). 对 每 一 n 存在 N, BOEHUS n KEARE 


silte 


TUPEDCRUIRERH —EGUEII N 的 极限 环 . 


$4. 中 心 与 焦点 的 区 分 问题 


第 一 部 分 复合 奇 点 

4.1 采用 复合 环 理论 的 观点 . 

对 于 平 天 和 南 量 场 ,不 存在 特征 轨 线 的 奇 点 称 之 为 中 心 - 焦 走 ， 
水 术语 尚未 普及 ， 但 据 我 所 知 ,对 于 不 存在 特征 轨 线 的 奇 点 ,至 今 
尚 无 适当 称呼 . 

据 已 知 定理 {[C30]), 中 心 -焦点 基 一 邻 域内 的 任何 相 曲 线 , 或 
为 环 ,或 为 螺 线 因此, 中 心 -焦点 型 奇 点 可 视 为 允许 有 一 单一 变 
换 的 退化 复合 环 ， RV 是 向 量 场 在 中 心 焦点 型 奇 点 处 的 三 ; 以 
A( 太 ) 记 相应 的 单一 变换 ， 则 求解 中 心 与 焦点 的 区 分 问题 ,也 就 是 
指出 变换 AQ) 的 渐 近 竹 的 一 种 算法 ， [38a,16,12) 的 结果 可 用 
来 氢 定 此 种 算法 ,这 点 已 陈述 于 作 省 的 文章 ( 见 2.2) 的 第 6 节 . 

在 详细 讨论 第 一 焦点 瘟 的 计算 有 时, 首先 应 当 午 清楚 一 些 重 要 
概念 和 结果 . 

4.2 用 Newton 图 研究 复合 奇 点 . 

XX. YARE axe, 及 bx*es( 其 中 e; Re, 是 REE 
E, REZI xS G9) 分 别 与 也 上 的 格 点 &+el X Rte dix 
应 . 

以 原点 为 再 点 的 解析 向 量 场 广 的 所 请 承载 子 ,是 指 ..* 上 一 个 
格 点 集 ， 此 集 之 点 对 应 于 V t Taylor Bst ER BUR. 

Js V ig Newton 图 , 记 为 COD ACTA. 考虑 y 的 承 
载 子 的 凸 包 ,在 由 直线 段 组 成 的 边界 上 取 所 有 这 样 的 部 分 ,其 内 法 
线 方向 严格 指向 第 一 象限 . 由 此 即 作 得 图 d (OD. 

我 们 说 一 个 ， 非 退化 场 满足 某 一 性 质 , 若是 具有 Newton 图 
全 的 一 切 不 满足 此 性 质 的 向 量 场 的 集合 ,可 用 有 限 个 以 Taylor 展 
式 的 系数 组 成 的 代数 方程 式 区 别 出 来 。 

例子 . 当 且 仅 当 Newton 图 IP. 在 每 一 对 直线 f 70,5 7 1; 


sie 


hel o0 上 至 少 有 一 个 点 时 , 路 非 过 化 向 量 场 有 孤立 奇 点 ( 原 
B. 

向 量 场 jtf Taylor 展 式 中 所 有 属于 Newton BP GO BR 
DERRE MV ED, 

定理 ([ OD. Vbi 是 以 原点 为 孤立 奇 点 的 平面 向 县 场 的 Ne 
wton E, spp T 为 Newton 医 的 所 有 解析 向 量 场 的 空间 中 ,不 
在 一 个 杂 非 退化 向 是 场 的 开 舟 集 UU， 它 可 以 用 有 限 个 仅 涉及 声 的 
主 项 的 代数 不 等 式 区 分 出 来 ,并 具 下 面 人 性质， 域 0 分 成 机 部 分 ， 
ZF R SEDE ZF 中 的 向 晤 场 以 原点 为 中 心 或 为 焦点 , 主机 在 
OS 中 的 向 景 场 具有 特征 轨 线 ;天 S 由 有 限 个 于 域 S, 组 成 , 主 项 
在 同一 了 域 5, 牛 的 场 ， 在 原点 邻 域内 互相 轨道 拓 锌 等 价 ， 域 2 玉 
XS 的 边界 均 为 代数 流 形 . 

注 、 属 于 域 ZF 及 8 的 判定 ,可 出 主 项 的 明显 条 件 加 以 陈述， 
写 出 此 条 件 将 是 件 非常 复杂 的 事情 ， 特 征 轨 线 渐 近 性 的 主 项 计算 
也 十 分 复杂 0 ins 

48ONÉGO- RAUS RORRG 

定理 .对 于 满足 Lpiasiewicz 条 件 的 解析 或 光滑 向 量 场 Ps 
在 适当 选取 半 匀 断 时 ,其 复合 中 心 - 焦 点 的 单一 变换 A()， 常 为 半 
正 列 ， 此 变换 之 主 项 为 线性 

定义 .单一 变换 ACA) 主 项 系 狼 的 对 数 , 称 为 复合 中 心 -焦点 
RUE—RURE. WZA FLOOD. 

注 . AE OO 不 依赖 于 半 匀 断 正则 卡 的 选择 ， 一 般 说 来 , 依 - 
HOFACSDERNHARR. 但 等 式 Fi (7) = 0 RRR FEE M RRE 
&. 

fei. EBV DEA hi RARAN IMPR P OO = 
[A 


对 于 解析 向 量 场 ， 上 述 定理 的 前 一 结论 ， 看 来 Dulac 已 经 知 
x. 

4.4 [8.18 D E DUSUSOS RT SERRE SE H TFI t R 
Newton 图 , ZFjk4. 2 AR, EGET ILERE” SV EZF, 


D 


是 否 

a. RER FL OP) Sopra 

b. 可 用 场 的 主 项 来 计算 F ( 的 值 ? 

第 二 部 分 ， 线 性 项 则 更 中 心 的 情形 . 

对 此 情形 区 分 中 心 -焦点 的 计算 , 是 个 经 典 结果 ee 2 以 下 
用 B.M.Apnonsz 提供 的 观点 陈述 此 结果 ， 沿 一 问题 对 于 多 项 
式 系统 也 有 过 讨论 .4.6 的 材料 将 寿 后 面 用 到 。 首先 介 Apua 
xs 引进 的 一 般 概 念 c91. 

45 代数 可 解 及 解析 可 解 的 局 部 问题 . 

EX. HEAV 在 原点 的 - jet 是 指向 明 场 的 一 个 闫 ,其 每 
ARRS V 相差 一 个 项 0(7*) GrH BA VU. 类似 地 
可 定义 函数 了 的 入 jet, f, 26 VUD 中 购 向 量 场 称 为 N - jet 
f 的 一 个 表示 、 

负 型 及 中 塑 jst、， 我 们 说 ,向 量 场 在 原点 的 jet 具有 某 性 
型 (相对 于 性 质 A), 若是 共 所 有 表示 均 具有 性 质 A， 类 
伏地 可 定义 负 型 jet (相对 性 质 A): jet 的 所 有 表示 均 不 具有 性 质 


称 jet 为 中 型 ,若是 它 胎 不 为 正 型 ,也 不 为 负 型 ， 
向 是 场 在 原点 的 所 有 N - jet 的 空间 为 一 n 维 相 空间 , 记 为 
we. 网 量 空 间 中 坐标 的 选择 可 用 来 在 空间 .9 s rh ST AGER RR 
每 一 人 je 对 应 于 作为 其 表示 为 次 向 量 多 项 式 系数 的 数组 . 
一 个 区 分 向 量 是否 具 有 性质 A 的 问题 , 称 为 是 ( 依 Apnonsa) 
代数 可 解 的 ,如 果 ， 
TUL 对 在 一 WP, W - jet 空间 可 被 半 代数 地 划分 成 (关于 位 质 A 
为 ) 正 汶 , 负 型 或 中 型 的 区 域 ;也 就 是 说 ,可 用 有 限 个 代数 方程 和 不 
等 式 来 划分 这 些 区 域 ， 

2， 当 入 >co 时 ,中 型 jet 的 集 在 空间 7, 中 的 余 维 趋 于 co, 

类 似 地 可 定义 解析 可 解 问题 ， 只 要 将 上 述 条 件 中 “代数 ”一 河 
收成" 解析”. 

4.6 ”线性 项 出 现 中 心 的 情形 .解析 向 量 场 . 
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考虑 右 端 为 解析 式 的 平面 方程 
x =Ix+ f(x) xE (R? 0)， 
af (6v 
f(0) «0, 220) 20,1 % 90^ fé, 
óx 
定理 . (6) 的 中 心 -焦点 区 分 问题 ,为 一 代数 可 解 问题 ， 
今 简 述 此 定理 之 证 明 , 因为 它 将 用 及 今后 需要 的 一 些 概 念 . 
这 个 证 明 实际 上 是 A.M. Jianysos 和 H .Poincarett* !9 经 典 研 
Kita. 
2o e rcx x FI garda xo 及 r? BIANRORSOUGUS 
nd Capta 


BRE F- SIE, 所 是 次 齐 多 项 式 , Fe= rz。 DUELO) 表示 


[ n 


EAT, ERENT 的 阅 周 上 的 平均 值 ， 以 FG) 记 形式 级 数 


ERD. Fits Tw. 
引 理 1， 对 任 一 (6) 形 之 场 , 方 程 
(VF, V) =g [o 
在 形式 级 数 类 中 可 和 解 . 
在 附加 条 件 Fono 下 ,方程 (7) 的 解 唯一 . 
证 明 . 当 n2 时 ,形式 下, 可 由 下 面 的 方程 就 n 递 推 得 出 
(GIF, I3) = ganrt Gus 1 为 偶数 ， 
(GF, I) = Gus n AAR, 
4 次 齐 多 项 式 G.X Ah UH <n 的 形式 FRR. 方程 左 端 


是 BEER S HÓ o Co ARRW. 当 且 仅 当 右 端 沿 任 一 加 
二 的 均值 为 零 时 ,方程 可 解 ， 对 于 奇 信 w, 此 条 件 自 动 满足 对 于 个 
入 思 均 信 与 gr* 成 正比 , 故 在 适当 选择 gsn 时 ,可 使 之 为 堆 、 而 均 


EASHRK F, TERE 数学 * i — HU ERE. 


PEH AE g。 是 扩 的 不 高 于 ng 工 次 项 的 Taylor RREI 


DE 


ES 

定义 "， 多 项 式 gua 称 为 实现 中 心 的 第 " 个 障 得 量 。 

IW. RAET Ix 的 场 太 的 2 一 jet, ERAR- 
了 个 障碍 量 为 零 时 ,为 中 型 的 ， 反 之 为 负 型 的 ,此 时 无 中 心 . 

事实 上 , 设 9 = 和 =…=gi=0sgo 这 时 多 项 式 民 Co = 
Ft t Fan 当 gn<0 时 ,是 场 V 的 JIanyson HAURRA NE 
BE). X go>>0 时 ,是 场 上 的 feraes 函数 (原点 不 稳定 ) ,这 是 
因为 

(VEC, V) = gar x Ot), 
此 , 若 eVe AREA, T # 一 1 个 障 得 最 为 零 , 反 过 来 的 结 
论 可 司法 证 之 。 

引 理 2 给 出 jet 为 中 型 的 代数 判定 ,从 而 定理 得 证 . 

4.7 ”线性 项 出 现 中 心 的 情形 ， 多 项 式 向 量 场 ?. 

以 原点 为 奇 点 ,线性 部 分 为 1x 的 丸 次 平面 多 项 式 向 量 场 , 其 
空间 记 为 44， 此 空间 与 相应 系数 空间 伍 同 。 对 每 一 场 EAn 
定义 其 障碍 量 9;, go “o HERA CTAN APK A BHN H. 
根据 Hilbert 的 基 定理 ,代数 方程 的 无 限 组 

gs 
等 价 于 一 有 限 组 ， 因 此 多 项 式 向 量 场 的 中 心 -焦点 区 分 问题 ,相当 
于 写 出 这 个 有 限 组 . 
归纳 地 计算 障碍 量 gu 本 质 上 无 大 困难 9?， 但 下 述 问题 的 答案 
完全 不 清楚 为 保证 中 心 条 件 ,应 使 前 面 多 少 个 障碍 量 为 零 ? 从 
一 般 性 的 讨论 , 蓉 至 尚 不 知道 此 数 是 否 小 于 dim, 

仅 对 n=2 时 ,有 了 一 个 意料 不 到 的 简单 答 察 ，Dulacts 中 计算 
了 前 三 个 障碍 量 (每 一 个 在 前 面 各 量 为 零 的 情况 下 ) 后 断定 , 若 此 
等 障碍 量 均 为 霉 , 则 方程 可 积 ,有 中 心 . 


D 第 ERE 36 n Janya RARA RHEL. 

2) 有 关 二 次 向 重 场 的 历史 及 现状 ,其 有 关 知 识 请 见 L29]。 

D 但 在 实 路 上 却 有 很 大 困 稚 ;即便 对 于 N=3 对 ,在 EC-1020 寺 算 机 上 ,尚未 标 出 
ETLTNBGENM.SERURBAE RAPER UA i, ACUCE CREDI EU M 
第 五 陈 碍 重 为 一 十 四 个 变量 的 十 次 齐 多 项 式 。 | 
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定理 ([19]). 复合 奇 点 的 中 心 -焦点 区 分 问题 , 为 代数 不 可 
s. 


理由 如 下 ,关卡 无 便 外 方向 的 向 量 场 的 类， 对 此 种 向 时 场 ,其 
方程 -Y GO 写成 极 举 标 形式 时 , 在 问 r-0 上 无 奇 点 ， 新 方程 
E! = foe) BEER EH COAST, PUER =V GO 无 


例外 方向 ,出 必 有 中 心 ， 其 时 在 图 r= 0 RHEEDE SE or = 让 


的 全 纯 首次 积分 , 它 当 r= 0 时 为 专 , 此 积分 的 最 低 sodes 
方式 依赖 于 场 玉 的 Taylor 系 数 * 这 就 构成 问题 的 代数 不 可 解 性 . 


遗 补 。 高 维 相 空间 奇 点 的 拓 扩 分 类 问题 


ApHuomsm AL, EWR any non E tE, E 
三 维 空间 上 是 代数 不 可 解 的。 为 证 明 此 点 , Apaoxsn 构造 了 一 
JE jet, 它 代数 池 依 赖 于 三 个 参数 , 且 与 中 型 jet 的 集 交 得 一 个 非 
代数 集 ， 此 种 族 实际 上 是 “非常 退化 "的 ,因为 它 在 相应 的 jet 空间 
中 的 余 维 是 一 百 . 

Apnoxex 的 结果 义 在 [33] 及 [3 才 中 得 到 加 强 。 ERRE 
出 两 个 余 维 为 三 的 庶 ; 此 种 族 在 研究 具有 共振 线性 项 的 向 量 场 奇 
点 的 稳定 性 时 ,十 分 频繁 地 出 更; 即 设 4 及 B 是 空间 .s,s 中 的 两 
个 族 , 由 其 线性 项 的 谱 分 别 是 + 十 ii ti 二 的 向 量 场 的 
3- jet 组 成 向 量 场 的 非 线性 项 为 年 意 的 . 

XS MeAXLBUS S — ^ RUE jet 的 集 的 交 不 为 半 代数 集 : 
此 族 的 稳定 性 边界 不 能 由 代数 方程 及 代数 不 等 式 给 出 . 

“稳定 ”一 语系 指 " Jeny REE”. 

XeCAIB , Apsozex 又 指出 如 下 的 猜测 : 

“可 以 期 望 , 稳定 性 边界 一 一 它 破 坏 六 代数 性 , 县 无 更 多 的 约 
束 一 在 集合 论 的 范畴 中 将 是 一 种 病态 的 表现 ， 例如 , 在 阶 数 辕 
定 的 jet 空 间 的 有 限 维 代数 子 流 形 中 ,稳定 jet 的 集合 ,也 许可 以 有 
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A proa FARRAR — SRE RRIEK yr jet ors 

空间 中 指出 一 个 单 参 代数 族 , 它 E, 跟 可 数 区 间 上 的 不 

稳定 jet 一 样 ;而 对 中 型 jet 的 集 , 则 限 可 数 点 集 一 样 ;后 者 向 E 
点 之 一 结 聚 。 另 一 些 较 击 的 结果 已 经 发 表 于 [20] 

定理 、 解 析 疝 量 场 奇 点 的 JIauyzos 稳定 注 问 题 太 拓 扑 分 类 
问题 ,为 代数 不 可 解 . 

充分 尾 与 不 充分 性 、 Aproxsn 双 发现, 解析 函 数 在 临 
界 点 的 芽 , 具有 如 下 的 所 谓 充分 性 

EX. RUFESBERE S TUA jet Hcr D RERA E, 若是 此 
jet 的 所 有 表示 均 解 析 等 价 -一 即 彼此 可 用 解析 坐标 的 代 换 代 换 
Z. 

定理 。 CARREZW C ORRAL, H jet 常 具有 
充分 性 ， 

F .Tankes'^*? 让 明 ,类似 结 果 对 于 实 空间 中 的 光滑 (但 非 解 
析 ) 向 量 场 已 经 不 再 成 立 :即使 代替 解析 性 而 用 轨道 拓扑 等 价 时 也 
如 此 ，Tankes 在 空间 Rs 的 原点 处 作出 这 样 一 个 4-jet, 它 的 任 
一 表示 V 总 有 在 原点 处 为 零 的 尾部 ,使 得 在 原点 任 一 邻 域内 改变 
场 斑 的 轨道 拓扑 型 
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$1. 向 量 场 化 为 线性 正则 形 


本 章 仅 涉 及 解析 向 量 场 ， 

1.1 正则 级 数 的 收效 与 发 散 . 

5laliz JL RE XC. 

EX. EUH us, ns An) CC * 称 为 是 共振 的 , 若是 在 
E REZI, Bx 4> a2 (K| E X A IK] = k + kat RO 以 及 
j€ 0,0 H, 8 0,8 -3,2 0. 

共振 数组 有 时 简称 “共振 组 ”， 

定义 。 数 组 和 EC" 称 属于 Poincaré 域 , 若 是 向 量 Ms An "es 
A. 在 复 平面 上 的 站 包 不 包含 零 点 ! 反之 , RAR F Siegel 域 . 数 
组 EC" 又 称 属于 强 Siegel 域 , HERE M tts Aa 的 凸 包含 有 
原点 的 一 个 领域 . 

一 个 线 住 向 量 场 称 为 属于 Poincaré 域 (或 属于 Siegel 域 )， 
若是 相应 的 线性 算 子 谱 属 于 Poincaré R (或 属于 Siegel 域 )， 类 
似 地 可 定义 强 Siegel 的 (及 共振 或 非 共振 的 ) 线性 向 量 场 或 线性 
微分 方程 . 

Poincaré 定理 ([46J) 在 奇 点 处 具有 Poincaré 型 非 共 振 线性 
部 分 的 解析 向 量 场 ,在 此 奇 点 的 某 一 领域 中 与 其 线性 部 分 解析 等 
fr. 

这 个 定理 有 一 个 十 分 重要 的 形式 模拟 ,也 属于 Poincaré. 

定理 ， 在 原点 处 具有 非 共振 线性 部 分 的 解析 商量 场 与 其 线性 


部 分 形式 等 解 ，; 4 xd) 
RRR HEBA USES, AAT ENER 
可 正则 化 级 数 . 
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FUE Siegel ALIENI ETE BEUY H E Siegel R 0" y 
以 后 , 他 的 定理 又 为 Y. 开 .ApHomzn 及 人 ,BEpamHo 所 改进 ， 取 下 
在 较 简单 和 较 弱 的 条 件 下 陈述 Bpwxo 定理 ， 

简 记 

y= D EZL eO. Hoa) 

以 e, 表示 空间 C* 的 第 j 个 单位 向 量 ， 

定义 ， 数 组 称 为 Bppao 不 可 约 ， 若是 存在 正 数 CE 6, 使 对 一 
切 p CS OS -A 0 害 ; 成 立 

(CA, 8 - A,» Ce7i* "*, 

iE 所 有 HBpmao 不 可 约 的 MEC "之 集 ， 具 有 Lebesgue Sj 
E. 

Bpmao BREED. -AT E JE PR PEREAT 
之 谱 非 共振 , 且 为 6pmao 不 可 约 , 则 必 解 析 等 价 于 其 线性 部 分 。 

Poincaré 定理 可 用 优 级 数 法 证 明 (如 原始 证 明 ), 也 可 用 压缩 
RH. i Os 和 -A (h, D 六 出 现在 正则 化 级 数 Taylor 系 
数 表 达 式 的 分 母 之 中 .车 和 属于 Poincare 域内 , WEERTS, 
这 就 司 Poincare 定理 的 证 明 略 显 简单 A A GET. Siegel 域内 , 则 
值 0,5 - A, 的 平均 值 将 任意 小 ，Siegel 定理 最 初 的 证 明 便 是 用 
到 了 小 分 母 基 少 出 现 这 一 现象 ,入 puonpn 加 强 了 Siegel 定理 ， 
并 用 Newton-Konxoropos 方法 加 以 证 明 。 同 法 也 被 用 于 证 明 
Bppno 定理. 

现在 讨论 有 关 正 则 化 级 数 的 发 散人 性 问题 。 

定义 ， 数 组 41EC " 称 为 几乎 共振 的 ,若是 级 数 

z'es 
2 Osh) 72, 

HET" 0} 为 发 散 的 。 

等 价 定义 ， 数 组 AC CC * 称 为 几乎 共振 的 , 落 是 对 任何 C 及 四 
存在 一 个 可 数 集 9 CT BIXETU (UD € 77 RSS 

KA, À) - AJ» CI 


不 再 成 立 ， 


de. 


Bpnzo 发 散 性 定理 ([13])， 对 每 一 个 具有 几乎 共振 谱 的 线 
EARD? 凡 , 存 在 一 个 尾部 J SEHBA + 化 为 线 狂 正则 
形 的 形式 级 数 , 均 为 发 散 的 . 

此 定理 说 明 , B poro 不 可 约 条 件 近 乎 必要 条 件 ， 

1.2 正则 化 级 化 发 散 性 的 分 析 解 靶 . 

将 向 量 场 化 为 已 知 正则 形 的 问题 党 导致 所 调 共 锯 问题 ， 求 一 
代 换 ,将 某 。 给 定向 卫 场 或 给 定 映 壬 化 成 男 一 个 ， 将 菲 线 福 向 量 
A+ HEARED A 的 代 换 H, 必定 满足 泛 函 方程 

HeR={(A+ HH. 
此 方程 与 所 亩 hh= H — id) 的 同调 方程 密切 相关 ; 
Abc. ATA C 

其 中 及 天 为 向 量 ，Bpmgo 定理 的 证 明 , SY SAR 
解决 一 样 ,其 根据 是 下 面 的 等 效 原 尉 ， 用 于 求解 范 数 方程 的 Ne- 
wton-Konkoropos 方法 , 当 且 仅 当 相应 同调 方程 的 解 收敛 , 且 能 
很 好 地 用 右 端 进行 估计 时 ,为 收 全 的 。 

上 述 同调 方 释 可 用 初等 方法 解 出 ;如 


[5 izes 


- $2 e - 
m NO 有 一 


车 数组 4 为 几乎 共振 的 , 而 系数 模 MOM ART ARR 
数 , 则 同调 方程 的 解 在 零点 以 外 处 处 发 散 , 为 证 明 Bpmso 的 发 散 
性 定理 , 可 选择 这 样 的 尼 部 了 及 g, 使 得 以 9 为 右 端 的 同调 方程 的 
解 发 散 . 此外, 令 级 数 /充分 下 沉 ,使 从 右 端 为 的 函数 方程 的 解 
之 收敛 性 ,推出 石 端 为 9 的 同调 方程 的 解 之 收敛 和 性; 但 后 一 情况 为 
不 可 能 的 . 

Aproasa 推测 ![5])， 线性 项 具有 几乎 共振 谱 的 向 量 场 , 其 
可 正则 化 级 数 的 发 散人 性 应 是 正常 现象 。 而 收敛 竹 才 是 例外 情况 ， 


1) UFRA ERRENTAK ILI RUE TAI. 
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这 个 众 测 三 被 下 面 定理 证 实 《 此 定理 不 足 之 处 是 ,不 能 朋 确 指 
出 一 个 上 基 有 发 籽 亚 则 化 级 数 的 向 量 场 )。 

定理 (C21)). 设 4EC "为 一 几乎 共振 数组 ,尾部 Taylor 
系数 的 模 可 被 估计 优 于 一 个 几何 级 数 , 则 对 (Lebesgue 意义 下 的 ) 
几乎 所 有 1E 伦 ,方程 


z= (diagå)z +tf (z) 

的 可 正则 化 级 数 为 发 散 的 ， 

18 发 散 性 的 几何 定理 . 

当 线性 部 分 的 谱 病态 地 靠近 可 数 个 共振 对， 对 于 把 向 量 场 化 
为 线性 正则 形 的 正则 化 级 数 的 发 散人 狂 , A prona 设想 了 一 种 几何 
解释 的 方案 ;发 散 性 的 几何 原因 是 由 于 本 需 共 扩 的 出 现 ; 详情 如 
T. 

我 们 考虑 向 量 场 的 一 个 族 , ECL EE A ERSCIEECLIBE, 匀 断 
地 通过 兴 沽 区 的 边界 。 当 参 数 通过 泽 标 平面 的 原点 时 ,其 一 卡 将 
被 划分 成 一 些 解 析 流 形 , 这 些 流 形 依赖 于 族 的 参数 以 及 与 这 些 参 
数值 相应 的 方程 不 变量 此 等 流 形 的 拓扑 由 算术 共振 确定 ， 在 这 
些 流 形 上 奇 点 的 某 一 分 域 中 将 出 现 一 些 “ 较 大 的 块 ”, 正 是 这 些 * 大 
块 ”阻碍 了 在 此 邻 域 内 将 方程 化 为 线性 正则 形 。 如 果 数 组 ACC 
病态 地 靠近 可 数 个 共振 数 , 则 在 方程 

z= (diaghz+f(2) 

SUAE IPRA (尾部 上 具有 一 般 位 置 )， 具有 可 数 个 不 变 流 
形 ， 每 一 这 样 的 流 形 将 在 共振 之 一 近 于 4 MEREEN, 也 就 
是 说 , 正 是 这 些 流 形 在 原点 某 一 邻 域 中 阻 得 了 正则 化 级 数 的 收 化 
a. 

这 个 方案 最 初 由 和 A.,C Mapraat*n 39 对 复 平 面 上 的 方程 作 
过 讨论 。 本 质 共 振 以 及 与 之 相关 的 正则 化 级 数 发 散 性 的 一 般 研 帘 
B Hapran 及 本 文 作者 59 研究 过 .关于 本 质 共 振 的 某 些 定理 
也 可 以 从 B pono 开展 的 一 般 理论 推出 ， 其 结果 已 包括 在 [14, 15] 
m. 
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$2. dk & dE iE M X 


ACE TUANSIOSWEQES AAR ES ER i ERA 
类 形式 分 类 与 解析 分 类 的 关系 ; 轨道 解析 分 类 。 三 者 之 中 ， 唯 有 
第 二 个 问题 已 有 较 完 善 的 答案 . 

2.1 形式 正则 形 . 

具有 共振 线性 部 分 的 全 纯 向 营 场 ， 它 在 奇 点 处 的 薄 可 以 用 形 
式 代 换 化 成 一 仅 含 共振 项 的 正则 形 ， 这 种 正则 形 还 可 以 进一步 化 
篇 ,因此 以 后 将 称 之 为 预 设 形 . 现在 给 出 精确 定义 . 

定义 . 设 1EC "是 共 辑 数组 ， THESE e, UY CC, e, 
空间 C * 第 7 个 单位 向 量 , & CZ, k> 1 ) 称 为 共振 项 ,如 有 

h=, h). UU 
|I MESCES DIESE dE 
vlz) = dztfG), [t9] 


A= diagh À= Gum s FO 70,3) = 0, 


它 在 空间 C "的 原点 处 的 菠 ， 可 用 形式 坐标 代 换 化 成 预 设 正则 
形 ， 即 尾部 仅 含 共振 项 的 向 量 形式 级 数 . 

类 似 定 理 对 映射 亦 成 立 。 

定义 .数组 v= (2) € C^ Boy 多 重 共振 的 , in ROUGE 
MJET, D X RC (^ ars (Uo 1, 

v=, 

toez AS ERR, WERE W e, (及 了 同 前 ), 当 v, 
=v H, BASERRI. 

EM LARRETA ET ERER RAER 
AERE, 即 尾部 仅 含 多 重 共振 项 的 向 量 形 式 级 数 、 

前 一 定理 的 证 明 已 辑 于 Aprons HBH 后 一 定理 证 明 
m. 

例 于 .下 面 的 图 表 说 明 , 预 设 正则 形 夕 可 用 形式 代 换 大 为 化 


1 


F. 此 表 中 六 是 向 量 场 在 (C ,0 ) 的 芽 , 了 是 映射 (C ,0)~> (0,0) 


EGEA Xe exp, ba€Z. 9 f GRRE R OE ER 
位 置 ， 


* C | BERE | NENF 


i 
I 


3. v) =g tart +b + m | 9) =z eat, 
2. fü) ortae, aX, | 


$8. f avet ey 


Ko $i zero 
Ji =vz+ emzam | Pon -vz taa! age? 


EL MRH eztate E MEFE RR MERK 
Edi. 

i2. 设 了 为 例 3 的 映射 , 则 合成 映射 AER 

ft oz 0620964 

您 定 cs 0 ， 这 就 是 映射 了 尾部 的 一 般 位 置 要 求 . 

its. 各 例 中 的 数 a 便 是 形式 分 类 的 模 ， 不 向 信 a 的 正则 形 
不 形式 等 价 . 

下 面 定理 是 有 关 例 1 正则 形式 的 结论 的 自然 推广 ， 

定 还 (f16J) .线性 部 分 具有 单 重 共振 谱 的 全 纯 向 量 场 入 在 奇 
点 处 的 芽 , 形式 等 价 于 多 项 式 向 量 场 六 ,只 要 场 广 的 尾部 满足 下 述 
一 般 性 位 置 要 求 即 可 ， 设 

$(2 72422905, 
47 diagA, A= (histy A), 27 diag (zs zu s Za) 
AV ASETE Et A 中 所 有 共振 关系 由 下 式 产生 ， 
(4,020. 
58 v 的 一 般 位 置 要 求 是 
(900,050, 

此 外 , RERE ERORE, REUS Sos dos Ec PCI RE E SESS 
分 类 有 有 限 个 模 。 对 于 二 生 共 振 情 形 , 此 结论 不 真 . 

2.2 Epoo 的 如 件 A， 形 式 分 类 与 解析 分 类 的 关系 。 

以 原点 为 奇 点 的 向 量 场 的 莞 空间 中 作用 两 个 群 。 形式 变星 代 


si. 


daRGECEBH CO, 前 一 作用 的 含 芽 o 的 轨道 记 为 Ojo, —. 
EA Ov. 

对 芽 的 线性 部 分 加 上 不 太 强 的 限制 后 , Epmo 完全 解决 了 下 
面 问题 ， 轨 道 0,v 及 Oo 相 重 合 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

答案 是 Bposo 的 条 件 A 对 场 的 线性 部 分 加 上 一 些 限制 ， 便 

“ 可 对 此 条 件 作 一 较 简单 的 陈述 . 

(1) 47 diag A, 数组 1 为 共振 。 这 正 是 我 们 现在 感 兴趣 的 情 
形 ( 非 共振 性 已 于 上 段 作 过 分 析 ) ; 

(2) 数 组 1 为 Epmo 不 可 约 ( 见 1.1 款 ); 

{3) 数 组 2 为 严格 Siegel 的 ( 即 原点 严格 位 于 集 Uus me Aah 
的 凸 包 之 内 ) ;或 者 

(38) AR Ms e. Aa 位 于 一 条 过 原点 的 直线 上 , 但 不 得 同 在 
原点 的 同一 侧 。 

UKOO RTE 

KO)= {rERY(r, N= 0}. 

fil A 可 分 几 步 陈述 。 

1 ， 具 有 预 设 正则 形 的 爹 纯 向 量 场 的 劳 o, 如 果 对 任 一 向 量 
r€K 00,15 V WE 2? - const HHE, WEWERE A. 

此 条 件 又 可 以 下 面 方式 借用 形式 级 数 加 以 陈述 ， 设 全 纯 向 量 
场 玉 的 芽 具 有 预 设 正 则 形 , 且 满 足 条 件 A, RI 

V (z) = Azt zgi), X (,g(2) =0, 对 每 一 rEK(N). (2) 

2 ， 形 式 疝 最 场 写 成 预 设 正则 形 后 , 如 满足 要 求 (2 )， 则 满足 
RHA. 

3. 全 纯 疝 量 场 的 芽 , 若 至 少 有 一 预 设 正则 形 满足 条 件 A, 则 
称 为 满足 条 件 A. 

bpouo 定理 ([13]). ERSE v 的 线性 部 分 作 上 述 假定 后 ， 


1) 并非 涂 姆 一 形式 代 妆 ， 全 印 向 是 场 的 营 的 像 也 为 全 山形 式 代 R 在 作用 于 全 
纯 讽 量 场 的 伞 时 ， 众 有 疡 得 疝 是 形 式 级 数 收 阁 时 ， 才 有 定义 。 这 就 使 我 们 能 讨论 形式 
RA EE A IERI I YE SOR UIE RE, CURRERE AC, 


NUI 


HERAF v 满足 条 件 A bh, WE OV ROV ER. 

其 次 , 若 芽 至少 有 一 预 设 正则 形 不 满足 条 件 A, 则 任 一 将 场 
V 化 成 预 设 正则 形 的 形式 代 换 必 发 散 . 

注 ， 对 于 线性 部 分 谱 属 于 了 Poincark 域 且 为 共振 时 的 向 量 场 * 
其 预 设 正则 形 为 一 向 量 多 项 式 , 且 正则 化 代 换 恒 收 全 (Dulac), 

Bpono"? 给 出 条 竹 A。 且 对 于 向 量 场 线 性 部 分 的 谱 位 于 
Siegel 域 的 边界 的 情形 ,证 明了 上 述 定理 ， 但 此 事 讨论 极 为 复杂 
兹 从 略 , 条 件 A 的 几何 解释 属于 Martinet, 

Bpono 对 于 映射 芽 也 发 展 了 相应 理论 , 我 们 不 再 详 述 , 但 上 
指出 一 点 ;映射 


rp 二 CE2 十 re 


v=exp (22 DEN, 


满足 条 件 A 的 充 要 条 件 是 f sid, 这 时 不 难 证 明 , BM f BI 
己 的 线 生 部 分 解析 等 价 。 

2.8 发散 性 定理 的 评注 . 

设 向 量 场 疙 +f 有 形式 正则 形 Ae f. 这 时 正则 化 级 数 五 = 
id e hi je iE UR RR 

HQ T (QUE D*H; 
此 方程 又 与 同调 方程 
SEA *$ 1-9 

密切 相关 . 

Bpnzo 用 下 面 办 法 证 明了 发 散 性 定理 ; 作出 具有 下 面 性 质 的 
级 数 子 及 g: 

1， 级 数 子 及 9 充分 下 沉 ,使 得 能 从 右 端 为 1 = 了 + 9 IOTER 
程 收敛 解 的 存在 ,推出 右 端 为 9 的 同调 方程 收敛 解 的 存在 

2, JS g 的 同调 方程 没有 收敛 解 。 

Bpnro 所 作 的 发 数 性 的 例 ， 带 有 非常 特殊 的 特征 . Ap- 
norba 5779 告诉 我 ， 若 能 证 明 , 在 条 件 A BR ERRE 
的 发 散 性 属 正 常 现象 ,而 收 化 性 为 例外 情况 , 则 正则 形 理论 将 有 较 


[CE 


具体 的 格式 .这 件 事情 在 [22] 中 已 有 讨论 . 


$3. 3E Hausdorff 3c 5 igi 
与 向 量 场 〈 映 射 ) 芽 的 泛 函 不 变量 


5.1 解析 分 类 问题 ， 

Bpmso 理论 并 未 涉及 下 面 的 两 个 问题 

1, 对 于 单个 向 量 场 的 芽 , 怎样 才能 说 清楚 它 是 否 解析 等 价 于 
它 自己 的 预 设 正则 形 ? 

SUB Oro 不 满足 条 件 A 这 件 事 ， 可 用 加 于 级 数 " 的 Taylor 
系数 的 有 限 个 代数 运算 来 表达 ， 但 自然 , 轨道 Orv 与 Oo 的 不 
量 合 ,还 不 能 推出 原始 芽 0 的 正则 化 级 数 的 发 散 性 。 

上 述 向 题 是 下 面 问题 的 特 款 , 

2, RAR A, 轨道 的 不 变量 完全 组 是 什么 ? 换言之 , AAR 
振 线 性 部 分 的 解析 向 量 场 ,其 菠 的 解析 分 类 是 什么 ? 

目前 这 些 问题 刚 被 研究 ，Martinet 在 [44 幻 中 宣布 ?, 对 于 线 
性 部 分 恰 有 一 个 非 零 特征 值 的 情形 ,他 已 经 知道 {C*, 0) 上 向 量 场 
芽 的 轨道 解 村 分类， 以 下 我 们 讨论 复 平面 或 型 共振 向 量 场 的 轨道 
解析 分 类 ，( 即 指 这 样 的 场 , 其 线性 部 分 特征 值 有 负 的 有 理 比 )， 
这 一 分 类 主要 依据 C.M.Bopoama 及 本 文 作者 的 结果 ,这 将 在 下 
两 节 中 讨论 ， 

3.2 dEHausdorff RRE. 

3p Hausdorff 流 形 通常 在 拓扑 学 及 黎 概 曲面 理论 中 不 作 讨 
ib. 但 在 今后 解释 解析 分 类 问题 时 , 却 起 着 关键 作用 。 

”定义 、 二 维 拓扑 空间 MM 称 为 ( 非 Hausdorff ) RAM, 如 果 它 
具有 复 结构 ， 也 就 是 说 , 对 空间 M 的 每 一 点 存在 邻 域 如 及 映射 
U4 之 1)s 又 两 个 这 样 的 分 域 之 间 的 转换 函数 为 全 纯 。 


10 不 久 前 已 经 发 表 : J ,Mertinet J.P,Ramis [45]。 其 中 利用 了 Ecsile AE 
工作 ( 见 [411 及 索引 )。 


E 


就 常规 而 言 , 上 述 陈 述 初 看 似乎 定义 了 一 个 病态 对 象 , 

例 1.( 本 例 实 的 模拟 可 见 Hirsch f945021 724) , 设 M 是 (C 
x0) U(C x 将 (z,0) 与 (z,1) 选 合 得 到 的 空间 (对 一 切 2360) 
则 用 为 一 非 Hausdorff 黎 曼 面 , 称 之 为 具有 两 个 零点 的 复 直 
线 . 

B2. 设 天 是 平面 C 上 的 开 单 位 罚 ,9 EMK 映 上 自身 的 线 
性 分 式 变换 , MEC X 0)U(Cx 41) 将 (z,0) 3 (p CO DR 
合 得 到 的 空间 ( 当 >E 玉 对 )， 而 对 的 复 结 构 由 并 CC x 0) UC 
x I) 的 复 结 构 兼 承 之 ，。 则 好 为 一 非 Hausdorff RAE, A20) 
及 点 (8(z) ,IT) 相 异 但 不 可 分 隔 . 

作为 一 维 复 域 @ AFTRA A Qa 的 作用 的 商 空 
间 , 我 们 又 过 到 非 Hausdorff RSH. 

LENET 4 


Q-(z€Clep 1) 

关于 单位 位 移 映 射 的 作用 的 商 空间 ， 点 > 与 ?+1* 当 且 仅 当 它们 属 
于 名 时 选 合 。 这 个 商 空间 是 由 控 去 点 0 及 c 的 两 个 球面 的 并 集 
(Ctx 00)U( * x 1), 取 点 G0 与 点 (zy1) 的 挝 合 得 出 ,其 中 
lg «Riz RB. REIR. 

注 . 粘 合 图 半径 的 值 依 赖 于 有 孔 球面 上 卡 的 选取 ， 

定义 ， 对 于 以 原点 为 奇 点 的 全 纯 向 量 场 让, 以 o 表示 沿 其 相 
曲线 的 单位 位 移 ， 映 射 g} 称 之 为 流 的 谋 和 ,或 简称 嵌 人 . 

Bl, FUA BIET UM gi 的 作用 的 商 空 间 其 中 
9 意义 同 前 ， 


事实 上 , e ERCIERURA RE zot- -二 使 映射 多 R 


为 单位 位 移 * 而 去 孔 单位 加 在 例 8 的 域 @ 中 。 
此 例 还 可 进一步 推广 
定理 (Boponza([17]))。 原 点 的 去 孔 邻 域 关于 映射 
fi ZZ+22+ gite (5) 


"作用 的 商 空间 ,由 并 集 (C* x 0) U (C DMT RARA, 


eh o. 及 p- 为 全 纯 ， 且 分 别 在 点 0 及 点 co 的 不 交 邻 域 + 
BU- 中 定义 ，g4(0) 50,9. (00) = co. iz CUN O INE Az 0) 
ELICHOPSBLZSETIIUBCE PECORE ACNOMM 


f. 


映射 ( 8 VESTE REHE pe 及 9- 分 别 在 0 及 so 点 
的 芽 . 

41 4 记 所 有 (8 ) 形 的 芽 的 集合 . 

E. ACAIR Cx 0 & C* x 1 上 给 定 卡 , 则 上 映射 p+ 及 
9- 成 为 解析 函数 。 不 同 的 卡 对 应 于 不 同 的 函数 ; 并 且 , 在 控 去 两 
点 (其 一 坐标 为 0， 另 一 坐标 为 cc) 的 球面 上 的 两 个 卡 , 彼此 仅 差 一 
个 因子 ， 

XX. GUN pu CC,0-—0C.,0 E o4 (Do 
(C ,0) 的 莹 之 集 记 为 1 RAMA p) GP RAES 
价 的 ,车 是 存在 线性 映射 

Ry CC, 


使 有 
elm vor ph = vibe. 

sib. Odin 3 ) 的 每 一 墓 AUTER peg) ET 的 类 ， 
ZAE 的 泛 函 不 变 最, 记 为 Mr 

3.3 ”只 有 恨 等 线性 部 分 的 映射 (C ,0) 一 (C0) 芽 的 解 术 分 
类 . 

定理 ?，1， 不 变性 .类 A 的 彼此 为 解析 等 价 的 吏 的 集合 ， 
EDUST I WSR. 

2. Sb SEA E, 4 的 两 个 具有 相同 汉 函 不 变量 生 互 相 
形式 等 价 的 芽 , 为 解 折 等 价 . 

3， 实 现 .每 一 等 价 偶 (p+,9-) ET 的 类 ,可 作为 类 Aa 的 革 
一 肌 射 的 不 变量 的 实现 


1) 前 三 结论 已 在 Bopoaa 的 工作 中 ?中 证 明 ; E $8 论 R A, A. Lepar 
"3. 


Pune 


4. LLIMEILENOSE 解析 依赖 于 有 限 个 复 参 数 ,由 
TRAE BE a, 也 解析 依赖 于 这 些 参数 . 

证 函 不 变量 可 被 用 来 分 析 相 应 映射 的 性 质 . 

定理 (Bopoaaa (17). 当 且 仅 当 不 变量 ps 由 带 有 所 有 N 
次 单位 根 为 因 于 的 映射 芽 所 组 成 时 , 类 A 的 映射 的 芽 是 类 A 
BF g EU n CR. 

定理 (Bopoam([173)). 当 且 仅 当 相应 泛 函 不 变量 由 线性 映 
射 芽 (今后 称 为 平凡 不 变量 ) 构成 时 ， 类 4 SOMOS LA, (003,2 
款 ). 

5.4 具 共 摄 线性 部 分 的 映射 (C,0-- (C ,0) YES LT 
类 . 

RRA ERN 


h EDT O) pzz t epy = ex( 2ai 2) o 


LESS (ALATTI E EIEREIP FIOI Ro RE REROR 


fDesztane, aš 0, 

RAPRA Be 、 

定理 (Boporan, 本文 作者 )，1, 对 于 类 了 ,的 芽 , 类 似 于 上 让 
的 第 一 定理 亦 成 立 ;只 消 改 类 4 为 类 B, 

2, 设 AEB,, 则 当 且 仅 当 不 变量 py 为 平凡 时 ,并 f° ARA. 

3、 当 且 仅 当 不 变量 py 由 带 有 所 有 次 单位 根 为 因 于 的 芽 组 
ROSE f EB, 与 自身 的 预 设 正则 形 解析 等 价 。 

对 于 具有 共振 线性 痢 分 的 映射 (C,0) 9 (C ,0) HERR i 
成 立 类 似 的 , 但 稍为 复杂 的 结果 . 

3.5 鞍 形 共 氢 向 量 场 的 芽 的 轨道 嫂 析 分 类 

下 面 的 结果 利用 了 方程 和 映射 的 标准 联系 方法 , 即 单一 变换 
的 方法 ， 首 先 描述 一 类 尾部 具有 “-- 般 位 置 > (定义 见 后 ) 的 向量 
is. 

设 v 是 下 形 向 量 场 的 芽 


135+, 


vs) =Az+ f(z) A= diag sA), | 
òf À j 
0) 20,9. (0) 2 9 , fA 2 - 2. 5 
Ho Mar (0) MR p o» 


P5qXE4GXBfGR, BADE 
` ż=V (2) 

仅 有 两 个 在 原点 全 纯 延 拓 的 解 它 们 在 原点 切 于 坐标 四, 故 可 优 实 

的 情形 称 之 为 分 界线 、 BERETU X RRP kh Oz 

及 Oz, EA. 

以 分 界线 Oz, 上 原点 引出 的 正定 向 路 径 , 对 应 于 芽 v 的 单一 
变换 ,或 者 说 , 对 应 于 v 的 一 个 复 后 继 函 数 , 一 如 .TT .Jlerponc- 
KEA HS M.Jlaunzuc 最 初 所 定义 的 中 ， 记 此 函数 为 Aj: (C ,0) 

C,0. 简单 的 计算 可 知 


Ai(0) = exp ( - aub), 


A; (0) = exp ( - 20-4). 


因此 映射 Al 具有 ( 今 的 形状 . 

现在 说 明 尾 部 f 的 一 般 位 置 要 求 、 

定义 ， 对 于 通 形 共 据 向 量 场 (5) 5930, 如 果 其 单一 变换 A 属 
于 类 8。, 我 们 就 说 此 芽 必 于 BL 2S, 

注 。 可 以 证 明 , 白 于 定义 的 对 称 性 (至 少 朋 而 如 此 ), 可 知 关系 
A EB, R AEB. 

?EGOMIIS f i) — RIT EERORAE. vEB,, 

定理 .对 于 类 B. HARAI 与 3.3 段 第 一 定理 相仿 的 定理 
也 成 立 ! 只 消 改 解析 等 价 为 轨道 解析 等 价 , 改 类 qs fm uos B, 
的 于. 

这 个 定理 易于 从 下 面 两 个 定理 推出 . 

定理 (了 I,M.Ennaapon, 本 文 作者 ). (DEF, BÉ 
分 界线 Oz, R On 对 应 的 单一 变换 为 解析 等 价 时 ， 为 轨道 解 折 筹 
ft. 

wig.’ 
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程 分 界线 Oz, 的 相应 单一 变换 . 

对 于 类 B, 中 的 向 量 场 , 可 以 简单 地 解答 3. 1 款 中 的 第 一 个 问 
题 ， 

定理 .类 ,的 芽 , 当 且 仅 当 相 应 不 变量 为 平凡 时 ,与 自己 的 预 
设 正则 形 为 轨道 解析 等 价 。 

这 样 ,在 一 般 倩 形 下 , 将 芽 (5) 正 则 化 的 级 数 的 收敛 性 ,单一 变 
换 是 个 障 得 .但 注意 ， 若是 芽 (5) 满 足 条件 A, 则 单一 变换 解析 等 
价 于 线性 都 分 (这 容易 以 D pozo 的 收敛 性 定理 , 以 及 Martinet 形 
式 下 的 条 件 A 推出 来 )。 
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